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时间序列分析教学中 Wold 分解定理与 Cramér 

分解定理的比较研究——从结构、论证与应用视角
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摘      要  ：  �本文从时间序列分析教学需求出发，以理论发展历史为线索，比较了 Wold 分解定理与 Cramér 分解定理的思想

渊源、理论结构与教学方法。作为瑞典统计学派师生代表，Wold（1938）建立平稳序列正交分解框架，Cramér

（1961）将其拓展至非平稳序列，形成从平稳到非平稳的完整分解逻辑。本文系统分析两定理在结构形式、论证思

路、适用条件与教学难点等方面的异同，强调教学中应突出其思想传承与范式拓展的双重意义，帮助学生构建统一深

刻的时间序列分解观。
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Abstract  :  � Based on the practical needs of teaching time series analysis and tracing the historical development of 

theory, this paper compares the intellectual origins, theoretical structures, and pedagogical approaches 

of the Wold decomposition theorem and the Cramér decomposition theorem. As representative 

contributions from a mentor and his student in the Swedish school of statistics, Wold (1938) 

established an orthogonal decomposition framework for stationary processes, while Cramér (1961) 

extended it to non-stationary processes, forming a complete decomposition logic from stationary to 

non-stationary. This paper systematically analyzes the similarities and differences between the two 

theorems in structural forms, argumentation, applicability, and teaching difficulties. It emphasizes that 

pedagogy should highlight the dual significance of their intellectual legacy and paradigmatic extension, 

helping students construct a unified and profound perspective on time series decomposition.
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时间序列分解思想源于早期经济序列趋势、季节与随机成分的分离研究，伴随随机过程理论发展，逐步上升为严谨数学理论。

瑞典统计学派代表人物 Herman Wold与 Harald Cramér 提出的两大分解定理，构成该领域理论发展的重要篇章。作为师生，Wold

（1938）率先提出平稳序列 Wold 分解定理 [1]，奠定平稳分析基础；Cramér（1961）将其推广至非平稳序列 [2]，形成“学生先行、导师

拓展”的学术轨迹。两定理是教学核心内容，但学生易混淆其适用条件与内在逻辑。本文从结构形式、证明方法、适用范围、教学难点

四个维度系统比较两定理，结合教学实践提出课程设计建议，帮助学习者建立清晰的时间序列分解理论框架。
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一、两个分解定理的阐述

Wold为离散平稳时间序列建立了精巧分解框架，首次将序列

结构剖解为两个正交成分：完全由历史信息决定的确定性分量与

纯粹随机创新。对零均值宽平稳序列 tx ，Wold 分解存在唯一表

示 [3]：

             （1）

其中 tå 是白噪声序列，满足 ， ，且 tå 与所

有过去值 t-1å , t-2å 不相关；系数序列 jø 满足 2
j

j=0
ø

∞
< ∞∑ ，这保证了移

动平均部分的收敛性；而 tV 是一个确定性过程，它完全由历史的

无限信息所决定，在 Hilbert空间的意义上与随机部分正交。

证明基于泛函分析：将序列线性组合构成的集合视为 Hilbert

空 间 H， 内 积 定 义 为 协 方 差 Y, Z (YZ)= E 。 定 义 信 息 集

{ }t sH= sp X : s t≤ ，考察子空间交 t tD = H∞
−∞ ​。通过几何论证，任何

平稳序列可唯一分解为投影到 H−∞的部分（确定性）与投影到其正

交补空间的部分（移动平均）。确定性过程被刻画为历史信息集的

极限交集，纯非确定性过程则相反。教学中理解该定理的关键在

于把握 Hilbert空间投影的几何意义及平稳性对子空间结构稳定性

的保证。

Cramér 将分解思想推广至非平稳序列。若序列 ty 的 d阶差

分 d
ty∇ 是平稳过程， ty 可以表示为 [4]：

                  （2）

其中第一项是一个 d-1次多项式（确定性趋势）；第二项为

周期成分（满足周期 s），而 tX 是一个零均值的平稳过程，可以

进一步应用 Wold分解。

证明从差分算子 1 B∇ = − （ B 为后移算子）出发。分析特征多

项式
d(1 z)− 和季节算子 s1 B− 。单位根 z 1= 的重数d 决定趋势多项

式次数；单位圆上的根 对应周期频率。只要序列差分平稳，

原序列即可表示为这些特征根对应的确定性函数与平稳过程

之和。

二、两定理的比较分析

Wold分解的结构体现了一种极简之美 [5]：

         （3）

二分法在平稳世界中自足完备，确定性成分由历史信息极限

交集精确定义，移动平均部分反映随机冲击的衰减影响。

Cramér分解的结构则更加丰富和分层 [6]：

    （4）

三分法反映非平稳序列的复杂现实：趋势、周期、平稳残

差。后者可进一步 Wold 分解，体现嵌套关系。哲学上，Wold 分

解关注信息时间展开（认识论），Cramér 分解关注波动时间尺

度（现象学），两者互补。

Wold 证明是泛函分析与概率论的结合：构造 Hilbert空间，

利用投影几何论证，优雅且揭示深层对称性。Cramér 证明更

像工程解法：从差分算子出发，分析特征根识别趋势与周期，代

数方法可操作性强，提供明确算法（差分、检验平稳性、识别

周期、估计参数）。教学可通过模拟案例对比：含趋势、正弦周

期、白噪声的序列，先用 Cramér 分解（差分消除趋势，分离

周期），再对残差用 Wold分解（计算自相关，识别 AR 结构）。

Cramér 分解为 Wold 分解“准备舞台”[7-8]。

Wold 分解是平稳序列的“宪法”。金融领域资产收益率常假

定平稳，Wold 分解分离可预测成分与噪声 [9]。Cramér 分解是

非平稳序列的“工具箱”，处理趋势和周期。例如中国 GDP含长

期增长、朱格拉周期、库兹涅茨周期等，需综合运用 Cramér分

解（HP滤波分离趋势周期，谱分析识别频率）和 Wold分解（对

残差建模）。教学案例：美国月度失业率（1948-2023）——直接

Wold分解自相关衰减慢（非平稳）；改用 Cramér分解：单位

根检验需一阶差分，差分后显示12个月周期，剔除季节因素后平

稳，再 Wold分解得 AR(2)过程。两定理协同：Cramér负责预处

理，Wold 负责精细建模 [10]。

教学难点包括：（1）Wold 中“确定性”的技术含义（历史

信息空间交集非空）与日常语言混淆。通过极端例子解决：正弦

波 是确定性过程，白噪声是纯非确定性过程，ARMA 介于

之间。（2）误以为 Cramér 分解仅是 Wold 的简单扩展。实际上 

Wold 基于平稳性和 Hilbert 空间几何（描述性），Cramér 基于

差分算子和特征根理论（操作性），出发点不同。（3）证明抽象

性。Wold 证明对无泛函分析背景的学生困难。教学策略：先讲有

限维投影（三维空间向量分解），再类比无穷维。Cramér 分解

可通过差分方程解结构建立直观：一阶差分方程解为线性函数加

平稳部分，二阶为二次函数加平稳部分，以此类推。（4）两定理

应用选择。学生常问：给定序列用哪个？答：先检验平稳性。平

稳则用 Wold 分解 ARMA；非平稳但差分后平稳，先用 Cramér 

分解识别趋势和周期，再对残差用 Wold 分解。Cramér 是预处

理，Wold 是核心建模。通过大量实际数据练习培养分层思维 [11]。

三、结语

本文系统比较了 Wold 分解定理与 Cramér 分解定理。Wold 

分解是平稳序列的“结构宪法”，从 Hilbert 空间几何视角将序列

分解为确定性与纯随机部分，奠定线性预测理论基石。Cramér 

分解是非平稳序列的“操作工具箱”，通过差分算子与特征根分

析，将含趋势和周期的序列分解为确定性成分与平稳残差，打通

从非平稳到平稳的建模路径。两定理一脉相承，体现从特殊到一

般、从理论到应用的认识规律。

它们共同构筑了时间序列分析的理论基石与方法框架，不

仅是一套数学工具，更是一种将复杂动态数据分解为不同时间

尺度、不同可预测性成分的思维方式。这种分解观贯穿从 Box-

Jenkins 方法论到状态空间模型、从频域分析到小波变换的发
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展史。

在数据科学教育中，时间序列分析教学面临理论深度与实用

广度的平衡难题。通过对两定理的深入比较与融合讲解，可帮助

学生建立统一而开放的分解观：统一于“分解”核心思想，开放

于从平稳到非平稳、从线性到非线性、从时域到频域的多场景分

析。这既是对统计先贤思想的继承，也是应对未来复杂序列分析

挑战的准备。
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