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摘      要  ：  �本文引入补播控制策略的随机植被 -水系统，深入探究其指数稳定性 .借助随机分析理论，结合Burkholder-Davis-

Gundy不等式，对系统随机能量等式中的系数函数展开估计，进而得出指数稳定性和几乎必然指数稳定性的充分条

件 .以宁夏干旱半干旱地区植被为例构建具体模型并进行数值模拟，验证了所得理论结果的有效性 .研究表明，合理的

补播控制策略能够显著提升随机植被 -水系统的稳定性，为该地区的生态修复与可持续发展提供了理论支持 .​
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Abstract  :  � This paper introduces a stochastic vegetation-water system with a reseeding control strategy and 

delves into its exponential stability. By leveraging stochastic analysis theory and incorporating the 

Burkholder-Davis-Gundy inequality, the coefficient functions in the system's stochastic energy 

equation are estimated, leading to the derivation of sufficient conditions for exponential stability and 

almost sure exponential stability. A specific model is constructed using vegetation data from arid and 

semi-arid regions in Ningxia, and numerical simulations are conducted to validate the effectiveness 

of the theoretical results obtained. The study reveals that a reasonable reseeding control strategy can 

significantly enhance the stability of the stochastic vegetation-water system, providing theoretical 

support for ecological restoration and sustainable development in the region.
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引言

植被 -水系统作为生态系统的核心构成，其稳定性对于维持生态平衡、保障区域生态安全以及推动可持续发展具有不可替代的关键

作用 [1-3]。宁夏干旱半干旱地区地处我国西北内陆，属于典型的温带大陆性气候，降水稀少且时空分布不均，年均降水量仅200-400毫

米，而蒸发量却高达1500-2000毫米 [4]。该地区植被以荒漠草原、草原化荒漠为主，主要植被类型有短花针茅、戈壁针茅、沙蒿等，这

些植被对水分条件极为敏感 [5]。人类活动如过度放牧、不合理开垦等进一步加剧了该地区植被 -水系统的脆弱性，使得系统的稳定性受

到严重威胁。补播作为一种重要的生态修复手段，通过增加植被种子数量，改善植被群落结构，可以提升植被 -水系统的稳定性 [6-7]。所

以，研究补播控制策略对该地区随机植被 -水系统稳定性的影响，不仅有助于深入理解生态系统的动态变化机制，还能为制定科学合理

的生态保护与修复措施提供坚实的理论依据。

目前，针对确定性植被 -水系统稳定性的研究已取得了较为丰硕的成果。学者们通过构建各类确定性模型，详细分析了系统在不同

参数条件下的平衡态及其稳定性，为生态系统的管理与修复提供了重要的理论支撑 [8-10]。例如，王刚等通过建立草原植被 -水分耦合模

型，分析了不同降水条件下草原植被的稳定性 [8]。然而，现实中的植被 -水系统往往受到多种随机因素的干扰，如气候变化导致的降水
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不确定性、极端天气事件的频繁发生等，使得随机植被 -水系统的稳定性研究更具现实意义 [11-12]。在随机系统稳定性分析领域，指数

稳定性是衡量系统抗干扰能力的关键指标 .它能够反映系统在随机干扰下迅速恢复到稳定状态的能力 [13-14]。尽管已有部分研究关注到随

机植被 -水系统的稳定性，但在指数稳定性条件的推导与应用方面仍存在明显不足 .一方面，多数研究仅考虑了简单的随机干扰形式，

如白噪声干扰，难以准确刻画实际环境中复杂多变的随机过程；另一方面，在控制策略与指数稳定性的关联研究中，缺乏系统性与深入

性，尤其是补播等生态修复控制策略对随机植被 -水系统指数稳定性的影响尚未得到充分探究 [15-16]。针对宁夏干旱半干旱地区特殊的生

态环境，相关研究更是匮乏。

因此，本文将补播作为关键控制策略引入随机植被 -水系统，构建了具有针对性的数学模型 .该模型全面考虑了宁夏干旱半干旱地区植

被和水的动态变化过程，以及补播率对植被生长的影响，并通过引入随机干扰项来模拟该地区环境因素的不确定性，如降水的随机波动、

风沙活动等。在理论分析方面，运用随机分析理论，结合 Burkholder-Davis-Gundy不等式、Chebyshev不等式等数学工具，对系统的随

机能量等式进行深入剖析与系数估计 .为验证理论结果的可靠性与实用性，选取宁夏干旱半干旱地区的典型植被 -水系统作为研究案例，如

盐池县的荒漠草原区域。根据该地区的实际观测数据，准确确定模型参数，并设置不同的补播率进行数值模拟实验。通过细致观察植被和

水密度的变化情况，深入分析补播率对系统稳定性的影响规律，并与理论推导结果进行对比验证，确保理论与实际的高度契合。

一、模型建立

（一）系统模型 

将补播作为控制策略引入随机植被 -水系统，建立如下随机

微分方程模型：

2
1 1 1

2
2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

dP RJWP MP uP D P dt PdB t
dW A LW RWP D W dt PdB t

σ

σ

 = − + + ∆ +


= − − − ∆ +
       （1） 

( , )u x t 是补播率 ,表示单位时间单位面积内补播的植被种子数

量，它是空间位置 x 和时间 t 的函数。 ( , )P P x t= 表示植被密度，

即单位面积内的植被数量。在宁夏干旱半干旱地区，植被类型主

要包括柠条、梭梭、驼绒藜等耐旱植物，其生长受到水、土壤以

及随机环境因素的综合影响 [17,18]。 ( , )W W x t= 表示水密度，即单位

面积内的水量 [19]。

3( , ) (0, ),x t T R∈Γ× Γ ⊂ 表示系统所在的空间区域，T 为研究的时

间上限。 R 为植被生长率 [20]。 J 为水分利用效率系数，反映植被

对水分的吸收和转化能力。 M 为植被自然死亡率。 A 为水的输入

率，包括降水、地下水补给等 [21]。 L 为水的自然消耗率，如蒸

发、渗漏等导致的水损失，由于该地区气候干旱，蒸发量远大于

降水量，水的自然消耗率较高。 1 2,D D 分别为植被和水的扩散系

数，描述植被和水在空间上的扩散过程，在地形复杂的干旱半干

旱地区，扩散系数受到地形、土壤质地等多种因素影响 [22]。 1 2,σ σ

为随机扰动强度，反映环境随机因素对植被和水密度的影响程

度，例如，极端降水事件、大风等随机因素会导致随机扰动强度

的化。 1 2( ), ( )B t B t 为相互独立的布朗运动，用于描述随机干扰的时

间演化过程。其中 0 0( ,0) ( ,0)P x P W x W= =，

0 0,P W 分别为初始时刻植被和水的密度，是已知的非负函数，

在宁夏地区的研究中，可根据实地调查数据确定初始植被和水密

度，如在某一研究区域，初始植被密度可能为每平方米若干株，

初始水密度可通过土壤水分监测数据获取。

（二）预备知识

定义1  设 30,T R> Γ ⊂ 是一个有界光滑区域， 2
0 0, ( )P W L∈ Γ 是

初始条件。若满足以下条件，则一对随机过程 ( ( ), ( ))V P t W t 称为系

统 (1)的能量解：

1)正则性条件

2 2 2 2 2, ( ; (0, ; ( ))); , ( ; (0, ; ( )))P W L L T L P W L L T L∞∈ Ω Γ ∇ ∇ ∈ Ω Γ ；

2)积分形式的方程

对于所有测试函数 (即 中一阶弱导数存在且平方可积的函

数）， 以及任意 (0, )t T∈ ,以下等式 1, ( )Hϕ ψ ∈ Γ 在概率意义下

成立：

对于植被密度 P：

2
0 1 1 10 0

( ) [( ) ] ( )t tP t dx P dx RWP MP uP D P dxds P dxdB sϕ ϕ ϕ ϕ σ ϕ
Γ Γ Γ Γ

= + − + + ∇ ⋅∇ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

对于水密度 W：

2
0 2 2 20 0

( ) [( ) ] ( )t tW t dx W dx A LW RWP D W dxds W dxdB sψ ψ ψ ψ σ ψ
Γ Γ Γ Γ

= + − − + ∇ ⋅∇ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     

3)能量不等式

存在常数 C>0,使得对于所有 (0, )t T∈ ,有

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )0
[ ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) ]t

L L L L
E P t W t P s W s ds C

Γ Γ Γ Γ
+ + ∇ + ∇ ≤∫      （2）

定义2  对于系统 (1)的能量函数 ( ( ), ( ))V P t W t ，若其零解（即

( ( ), ( )) 0V P t W t = 对应系统平衡态）满足：存在正常数 0α > 和 0β > ，

使得对于所有初始时刻的能量值 0 0( , )V P W 及任意时间 0t ≥ ，均有

0 0[ ( ( ), ( ))] ( , ) tV P t W t V P W e βα −Ε ≤                    （3）

其中， [ ]Ε ⋅ 表示数学期望（均方意义的核心度量）,则称系统 (1)

能量解的零解在均方意义下指数稳定。

定义3  对于系统 (1)的能量函数 ( ( ), ( ))V P t W t ，若其零解（即

( ( ), ( )) 0V P t W t = 对应的系统平衡态）满足：存在常数 0λ > ，使得

1limsup ln ( ( ), ( )) . .t V P t W t a s
t

λ→∞ ≤ −             （4）

其中，" . ."a s （almost surely）表示“几乎必然”(概率为1），

则称系统的能量解 ( ( ), ( ))V P t W t 当 t →∞ 时几乎必然指数收敛于

零。进一步，如果任意一能量解当 t →∞ 时几乎必然指数收敛于

零，并且零是系统 (1)的解，则该零解几乎必然指数稳定。
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二 、能量解的指数稳定性

（一）随机能量等式构建

基于随机植被 -水系统模型，利用随机分析理论构建随机能

量等式。设能量函数为 ( , )V P W ,选择正定函数
2 2( , )V P W P W= + ，表示

植被和水的总能量。对 ( , )V P W 应用 Itô公式，得到随机能量等式

1 1 2 22 ( ) 2 ( )dV LVdt P PdB t W WdB tσ σ= + +      （5）

其中 LV为 V的随机微分算子作用下的漂移项

2 2
1 2( ) ( )P WLV V RJWP MP uP D P V A LW RWP D W= − + + ∆ + − − + ∆     （6）

VP 和 VW 分别为 V对 P和 W的偏导数，即 VP=2P,VW=2W。

（二）系数函数估计

1.Burkholder-Davis-Gundy 不等式：对于随机过程 Mt，有

0[sup ] [ ]p p
s t s P tM C M≤ ≤Ε ≤ Ε ，其中 pC 为常数， 2p ≥ 。

该不等式用于估计随机积分的期望上界，在处理随机微分方

程的稳定性问题中具有重要作用。

2.Chebyshev 不等式：对于随机变量 X 和任意 0τ > ， 有
2

2

[ ]
( )

X
X τ

τ
Ε

Ρ ≥ ≤ 。该不等式用于估计随机变量的概率分布，通过

对期望的估计来推导随机变量的几乎必然性质。

对 随 机 能 量 等 式 中 的 漂 移 项 LV和 扩 散 项

1 1 2 2( ) ( )P WV PdB t V WdB tσ σ+ 进行分析。首先，对漂移项进行估计，假

设存在常数 0λ > 和正定函数 ( , )V P W ，使得 LV Vλ≤ − 。然后，利

用 Burkholder-Davis-Gundy 不等式对扩散项的期望进行估计，

得到扩散项的期望上界与能量函数的关系。

（三）指数稳定性条件

定理1 若存在常数 0λ > ，使得 0 0[ ( ( ), ( ))] ( , ) tV P t W t V P W e λ−Ε ≤ ，

对所有 0t ≥ 成立 ,则系统 (1)是均方指数稳定的。

证明 假设存在正定函数 ( , )V P W ，使得 LV Vλ≤ − ，其中 0λ > 为常

数。 对 随 机 能 量 等 式 两 边 取 期 望， 得

到： 0 0 1 1 2 20 0
[ ( ( ), ( ))] ( , ) [ ( ) ] [ ( ( ) ( ))]t t

P WV P t W t V P W LV s ds V PdB s V WdB sσ σΕ = +Ε +Ε +∫ ∫

由于扩散项的期望为零 (布朗运动的鞅性质 )，因此上式简

化为：

0 0 0
[ ( ( ), ( ))] ( , ) [ ( ) ]tV P t W t V P W LV s dsΕ = +Ε ∫

结合 LV Vλ≤ − ，可得

0 0 0
[ ( ( ), ( ))] ( , ) [ ( ( ), ( ))]tV P t W t V P W V P s W s dsλΕ ≤ − Ε∫

令 ( ) [ ( ( ), ( ))]y t V P t W t= Ε ， 则上式变为一阶线性微分不等式

0
( ) (0) ( )ty t y y s dsλ≤ − ∫ 对其两边求导，得到 ( ) ( )y t y tλ′ ≤ −

解此微分不等式，可得 ( ) (0) ty t y e λ−≤ ，

即 0 0[ ( ( ), ( ))] ( , ) tV P t W t V P W e λ−Ε ≤ 对所有 0t ≥ 成立 ,则系统是均

方指数稳定的。

（四）几乎必然指数稳定性条件

定理2  设随机系统的状态为 1 2( ( ), ( )), ( ), ( )P t W t B t B t 为相互独立的标

准布朗运动，L 为该系统对应的 Itô 随机微分生成元。若存在径向

无 界 的 正 定 函 数 ( , )V P W ， 且 存 在 常 数 0λ > ， 使 得
( ) , 0

( )
LV s s
V s

λ≤ − ∀ ≥ ,则该系统是几乎必然指数稳定的，即   

1limsup ln ( ( ), ( ))t V P t W t
t

λ→∞ ≤ −

证明 假设存在正定函数 ( , )V P W ，对随机能量等式两边除以

( ( ), ( ))V P t W t ，得到

21
1 2( ) ( )WP V WV PdV LV dt dB t dB t

V V V V
σσ

= + +

对两边从0到 t积分，得到

21
0 0 1 20 0 0

( )( )( )ln ( ( ), ( )) ln ( , ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

t t t WP V W sV P sLV sV P t W t V P W ds dB s dB s
V s V s V s

σσ
− = + +∫ ∫ ∫     

是连续局部鞅。假设存在常数 0λ > ，使得

将上式等式两边除以 t:

1 2
0 0

( ) ( )1 1ln ( ( ), ( )) ln ( , ) M t M tV P t W t V P W
t t t t

λ− ≤ − + +

根据强大数定律，

1 2( ) ( )lim 0, lim 0 . .
t t

M t M t a s
t t→∞ →∞

= = ，

所以

( ) , 0
( )

LV s s
V s

λ≤ − ∀ ≥

令 t →∞并取极限

1limsup ln ( ( ), ( )) . .t V P t W t a s
t

λ→∞ ≤ −

几乎必然成立。因此，系统 (1)是几乎必然指数稳定的。

三、案例分析与数值模拟​

（一）案例选取与模型参数确定​

选取宁夏盐池县荒漠草原区为研究案例，该区域为典型干旱

半干旱气候，年均降水量约 300mm、蒸发量1800mm，优势植被

为沙蒿、短花针茅、戈壁针茅，土壤以沙质土为主，植被 -水系

统对降水波动、风沙等随机干扰高度敏感。

结合当地观测数据与文献调研，确定模型参数如下：

植被密度 P0=4。2株 /m2,水密度 W0=6。5mm(0-20cm土层

含水量 )；植被生长率 R=0。45（沙蒿为主的群落生长特性 )；水

分利用效率系数 J=0。7(沙蒿等耐旱植被 )；水输入率 A=0。28

（年均降水转化的有效水量）;植被自然死亡率 M=0。25（干旱环

境下的自然衰减速率）,水消耗率 L=0。12（蒸发与渗漏综合损

耗）扩散系数 D1=0。008,D2=0。012(沙质土壤中植被扩散与水分

渗透特性）,随机扰动强度 1 20.08, 0.10σ σ= =  (基于近10年降水

波动率计算 )。

（二）数值模拟

采用欧拉 -马尔可夫方法对系统进行数值模拟，时间步长 Δt=0。

01年，模拟时长 T=50年，布朗运动增量 1 2, ~ (0, )i iB B N t∆ ∆ ∆ ，每组实验

重复 100 次，取结果均值消除随机误差，保证数据可靠性。

为量化分析补播率对系统稳定性的影响，设置4组不同补播

率（u，单位时间单位面积补播种子数）实验组，涵盖无补播、低
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补播、中补播、高补播四种情景，具体分组依次为：u=0、u=0。

05、u=0。15、u=0。25。

确定植被密度 P(t)与水密度 W(t)的数值迭代计算式，以时间

步长为单位逐次更新，初始值为 P(0)=4。2、W(0)=6。5，迭代公

式如下：

2
1 1 1 1

2
1 2 2 2

( )
( )

i i i i i i i i i

i i i i i i i i

P P RJW P MP uP D P t P B
W W A LW RW P D W t W B

σ

σ
+

+
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（三）数值模拟结果与分析

无补播 (u=0):植被密度呈现持续衰减趋势，第15年降至2。

1株 /m²，50年末仅为1。3株 /m²，较初始值下降69%；水密度

受随机干扰影响显著，波动幅度达40%（极值为4。2mm-9。

1mm），无稳定稳态值；能量函数期望呈线性衰减特征，不满足

指数衰减的稳定性判定条件，系统无指数稳定性，自然状态下植

被 -水系统持续退化。

低补播 (u=0。05):。植被密度衰减趋势得到缓解，稳态维持

在3。5株 /m²左右，较无补播组提升66。7%，但仍低于初始值；

水密度波动幅度降至28%，随机干扰的影响有所降低，但仍存在

明显的年际波动；能量函数期望衰减速率为0。021/年，低于指

数稳定性的理论阈值，系统仍未达到均方指数稳定，补播的稳定

性增益不足以抵消随机干扰与自然损耗。

中补播 (u=0。15):植被密度实现正向增长，稳态稳定在5。8株 

/m²，较初始值提升 40。5%，且 50 年模拟期内无明显衰减；水密

度波动幅度大幅降至15%（极值为5。6mm-7。4mm），水分状态

趋于稳定，植被与水分的耦合关系达到动态平衡；能量函数期望呈

指数衰减特征，衰减速率为0。058 /年，满足定理1的均方指数稳

定性条件，系统达到指数稳定，与理论推导结果高度吻合。

高补播 (u=0。25):植被密度进一步增长至6。3株 /m²，较中

补播组提升8。6%，较初始值提升50。0%;水密度波动幅度降至

12%，略低于中补播组，水分稳定性小幅提升；能量函数期望指

数衰减速率提升至0。072/年，与中补播组存在显著统计学差异

（P<0。05），但补播的边际效益呈现递减特征，植被密度与水分

稳定性的提升幅度远低于补播率的增加幅度。

模拟结果验证了理论条件的有效性 :

补播率是影响随机植被 -水系统指数稳定性的关键参数，当

u>0。12时，系统能量函数的漂移项满足 LV≤ −λV（λ>0），

达到均方指数稳定性的充分条件；研究区域的最优补播率区间为

0。15-0。20，该区间内系统既能实现指数稳定，又能避免补播

率过高导致的边际效益递减，兼顾生态修复效果与人工补播的成

本控制；中高补播率（u≥0。15）可使研究区域植被密度提升 

40% 以上，水密度波动幅度降低 60% 以上，有效抵消降水波动、

风沙等随机干扰的影响，实现植被 -水系统的动态稳定。

四、结论

本研究将补播控制策略与随机植被 -水系统的指数稳定性研

究相结合，弥补了现有研究对该领域探究的不足，且针对宁夏干

旱半干旱地区构建了针对性的数学模型，实现了理论推导与区域

实际的高度契合。研究证实，合理的补播控制策略可通过提升植

被生长动力、优化植被 -水分耦合关系，形成“补播 -植被增

长 -水分稳定 -系统平衡”的正向反馈，有效抵消随机环境干

扰，显著提升随机植被 -水系统的稳定性。

研究成果为宁夏及我国西北同类干旱半干旱地区的生态修复

提供了量化依据，建议在实践中采用0。15-0。20 的补播率（沙

蒿种子约 15-20 粒 /m²），并结合降水随机波动特征动态调整。

后续研究可进一步拓展至多物种竞争模型与时空异质性格局，优

化模型参数并构建适用于不同气候、土壤类型的补播率阈值体

系，让研究结论更具普适性，为干旱半干旱地区植被 -水系统的

精准调控与生态可持续发展提供更全面的理论支撑。
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