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摘      要  ：  �本文共有五个部分，第一部分创新性提出极限归纳法，第二部分为黎曼猜想的研究，第三部分为哥德巴赫猜想的研

究，第四部分为考拉兹猜想的研究。
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Abstract  :  � This article consists of five sections. The first section innovatively proposes the limit induction method. 

The second section focuses on the research of the Riemann Hypothesis. The third section is dedicated 

to the study of the Goldbach Conjecture. The fourth section is dedicated to the research of the Collatz 

Conjecture.
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引言

数学归纳法作为数学证明的重要方法，其发展历程跨越了多个世纪 [1]。本文则是继承数学归纳法的思想，拓展出了连续可导函数版的

数学归纳法，为归纳法创造了新的活力。后面的部分则是对于数学猜想的研究。

第一部分：极限归纳法及其推广

数学归纳法：假设 ( ) ( )f n g n= …（1）， 其中 1,2,3,...n = ， 令 

n a= ，其中a 为整数，得到 ( ) ( )f a g a= ，令 1n n= + ，由（1）推导出

( 1) ( 1)f n g n+ = + ，那么就说假设（1）成立。由于 1,2,3,...n = ，间距为

1，基础值 ( ) ( )f a g a= 成立，所以 1n n= + 可以遍历所有取值，所以

说 ( ) ( )f n g n= 在整个取值范围内（ , 1,...n a a= + ）恒成立。

极限归纳法：（按照前面离散的数学归纳法的思想），假设

连续可导函数 ( ) ( )f x g x= … （2），其中 [ , ]x a b∈ ，当 0x x= 时，其

中 0 [ , ]x a b∈ ，有 0 0( ) ( )f x g x= ，不妨令 1lim
h

x x
h→+∞

= + ，如果能够由式

（2）推导出
1 1lim ( ) lim ( )

h h
f x g x

h h→+∞ →+∞
+ = + ，则说明假设（2）成立。因为函

数连续且找到了基础值 0 0( ) ( )f x g x= ，（因为 1lim
h h→+∞

可以无限小，所

有可以表示为实数轴上点与点之间的最小间距），且
1lim

h
x x

h→+∞
= +

可以遍历区间所有取值， 所以就有 ( ) ( )f x g x= 在整个定义域内

（ 0[ , ]x x b∈ ）是恒成立的。

极限归纳法推广：已知 ( ), ( )f x g x 连续可导，由柯西中值定理可

以知道
1( ) ( ) '( )lim 1 '( )( ) ( )

h

f x f x fh
gg x g x

h

ξ
ξ→+∞

+ −
=

+ −

[2]，其中，因为 h →+∞，所以 xξ = ，所以

就有
1( ) ( ) '( )lim 1 '( )( ) ( )

h

f x f x f xh
g xg x g x

h
→+∞

+ −
=

+ −

。

假设连续可导函数 ( ) ( )f x g x= … （3），其中 [ , ]x a b∈ ，当

0x x= 时，其中 0 [ , ]x a b∈ ，有 0 0( ) ( )f x g x= ，若由假设（3）推出

1( ) ( )'( ) lim 11'( ) ( ) ( )
h

f x f xf x h
g x g x g x

h
→+∞

+ −
= =

+ −

，即可得出 1 1lim ( ) lim ( )
h h

f x g x
h h→+∞ →+∞

+ = + ，继而说明

假设（3）成立，即 ( ) ( )f x g x= 在 0[ , ]x x b∈ 恒成立。

所以就有：假设连续可导函数 ( ) ( )f x g x= … （4）， 其中

[ , ]x a b∈ ， 其 中 0 [ , ]x a b∈ ， 当 0x x= 时， 有 0 0( ) ( )f x g x= ， 若 由

（4）推出 '( ) '( )f x g x= ，则说明假设（4）成立，即 ( ) ( )f x g x= 在

0[ , ]x x b∈ 恒成立。

假 设 连 续 可 导 函 数 ( ) ( )f x g x= … （5）， 其 中 [ , ]x a b∈ ，

令
a p q b≤ < ≤

， 当 x p= 时， 有 ( ) ( )f p g p= ， 当 x q= 时， 有

( ) ( )f q g q= ， 又 由（5） 推 出 '( ) '( )f x g x= ， 所 以 ( ) ( )f x g x= 在

[ , ]x p b∈ 和 [ , ]x q b∈ 恒成立，即 ( ) ( )f x g x= 在 [ , ]x p q∈ 上恒成立。

极 限 归 纳 法 的 直 接 推 论：
( )

0

(0)( )
!

n n

n

f xf x
n

+∞

=

=∑ ， 其 中 [0, ]x b∈

假 设
1

0
( ) ( )

!

n
n

n

a xg x xf x
n

++∞

=

= =∑ ， 其 中 [ , ]x a b∈ ， 即 有
0

( )
!

n
n

n

a xf x
n

+∞

=

=∑ ，
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于是就有
1

1

0 0
'( )

! !

n n
n n

n n

a nx a xf x
n n

−+∞ +∞
+

= =

= =∑ ∑ 。令 0x = ，有 (0) 0g = ，等式成

立；
1

1

0
'( ) ( ) '( )

! !

n n
n n

n

a x a xg x f x xf x
n n

++∞
+

=

= + = +∑ ， 因 为
1

0 0

( 1)( ) '
! !

n n
n n

n n

a x a n x
n n

++∞ +∞

= =

+
= =∑ ∑

1
1

0 0! !

n n n n
n n n n

n n

a nx a x a x a x
n n

++∞ +∞
+

= =

+ +
=∑ ∑ ， 所 以 就 有

1

0
'( ) ( ) '

!

n
n

n

a xg x
n

++∞

=

= ∑ ， 所 以 假 设 成

立，即
1

0
( ) ( )

!

n
n

n

a xg x xf x
n

++∞

=

= =∑ ，也即
0

( )
!

n
n

n

a xf x
n

+∞

=

=∑ ，其中 [0, ]x b∈ 。不难

发现其中 ( ) (0)n
na f= ，所以就有

( )

0

(0)( )
!

n n

n

f xf x
n

+∞

=

=∑ ，其中 [0, ]x b∈ 。

极限归纳法的应用

连续可导函数版的数学归纳法，即极限归纳法。为两函数在

何定义域取值完全相等提供了一种快捷方法。传统的判断两函数

在某定义域的值是否相等，方法为遍历定义域的每一个取值，然

后逐个判断是否相等，直到遍历完定义域中所有取值才可以确定

两函数在定义域内的值是否完全相等；而利用本文的方法，只需

要计算定义域的最小值所对应的取值和最大值所对应的取值，然

后计算两函数的导数是否相等，就可以确定两函数是否在该定义

域内取值完全相等，大大简化了传统的方法。

第二部分：黎曼 ζ 函数的研究

在1859年11月，黎曼在柏林科学院的院报上发表了一篇10

页长的关于 ζ 函数与素数的关系的论文 [3]，黎曼在论文中对 ζ 函

数的零点分布给出一个猜测 [4]，这就是黎曼猜想（即所有的非平凡

零点都位于实部为
1
2 的临界点上）[5]。

黎曼 ζ 函数的解析延拓公式推导。

不妨令 ( ) ( ) (1 )s g s sζ ζ= − ，因为 ( )sζ 解析延拓后有
1( 1)

12
ζ − = −  [6]，

因为
2

(2)
6
πζ =  [7][8]，所以就有 1 2( 1) 2g π− −− = − ，因为

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

gζ ζ= ，所以

就有
1( ) 1
2

g = ，得 1( ) 2 sin( ) (1 )
2

s s sg s sππ −= Γ − 为一个解，因为普通函数具有

唯一性，所以就有 1( ) 2 sin( ) (1 )
2

s s sg s sππ −= Γ − 为唯一解。

于是就有 ( )sζ 解析延拓后的公式为： 1( ) 2 sin( ) (1 ) (1 )
2

s s ss s sπζ π ζ−= Γ − − 。

令 s a bi= + ，其中 0 1, 0a b< < ≠ ，易知 12 0a bi a biπ+ + − ≠ 且
( )sin[ ] 0

2
a biπ +

≠ ，

因 ( ) (1 ) 0
sin( )

a bi a bi
a bi
π

π π
Γ + Γ − − = ≠

+
， 所 以 就 有 (1 ) 0a biΓ − − ≠ 。 不 妨 令

1( ) 2 sin( ) (1 )
2

s s sw s sππ −= Γ − ，所以就有 ( ) 0w a bi+ ≠ 。

黎曼 ζ 函数的交错级数解析延拓公式研究。

原始
1

1( ) s
n

s
n

ζ
+∞

=

=∑  [9]，其中 Re( ) 1s >  [10]。因为黎曼 ζ 函数的交错

级数解析延拓公式为：
1

1
1

1 ( 1)( ) lim
1 2

nm

s sm n
s

n
ζ

+

−→+∞
=

−
=

− ∑ ，其中 Re( ) 0, 1s s> ≠ ，故研

究该解析延拓公式。因
1 1

1 1

( 1) ( 1)lim lim
n s n sm m

s sm mn n

m m
n m n

+ −

→+∞ →+∞
= =

− −
= −∑ ∑

1

1

( 1)lim

n ms sm m

sm n

m m
m n

−

→+∞
=

−
= − ∑ ，由黎

曼积分可以知道：
1

0
1

1( ) lim ( )
m

m n

nf x dx f
m m→+∞

=

= ∑∫ ，所以就有
1 1

1 0

( 1)( ) lim
1 2

s mx

s sm

ms dx
x

ζ
−

−→+∞

− −
=

− ∫ 。

因为 cos sinxie x i x= + ，故 1ieπ = − ，即
1 1

1 0
( ) lim

2 1

s m xi

s sm

m es dx
x

π

ζ
−

−→+∞
=

− ∫ ，其中 1s ≠ 且
Re( ) 0s > 。不妨令 s a bi= + ，其中0 1, 0a b< < ≠ ，所以就有：

1 1

1 0
( ) lim

2 1

a bi m xi

a bi a bim

m ea bi dx
x

π

ζ
− −

− − +→+∞
+ =

− ∫ ， 易 知 12 1 0a bi− − − ≠ ， 1lim 0a bi

m
m − −

→+∞
≠ 。 不 妨

设 1

0
( , ) lim

m xi

a bim

eM a b dx
x

π

+→+∞
= ∫ 。

1 1

1 0
( ) lim

2 1

a bi m xi

a bi a bim

m ea bi dx
x

π

ζ
− +

− + −→+∞
− =

− ∫ ， 易 知 12 1 0a bi− + − ≠ ， 1lim 0a bi

m
m − +

→+∞
≠ 。 不 妨

设 1

0
( , ) lim

m xi

a bim

eM a b dx
x

π

−→+∞
− = ∫ 。

1

10
(1 ) lim

2 1

a bi m xi

a bi a bim

m ea bi dx
x

π

ζ
+

+ − −→+∞
− − =

− ∫ ， 易 知 2 1 0a bi+ − ≠ ， lim 0a bi

m
m +

→+∞
≠ 。 不 妨

设
1

10
(1 , ) lim

m xi

a bim

eM a b dx
x

π

− −→+∞
− − = ∫ 。

因
1 1

1 0
( ) lim

2 1

a bi m xi

a bi a bim

m ea bi dx
x

π

ζ
− −

− − +→+∞
+ =

− ∫ ，
1 1

1 0
( ) lim

2 1

a bi m xi

a bi a bim

m ea bi dx
x

π

ζ
− +

− + −→+∞
− =

− ∫ ，由黎曼勒

贝 格 引 理 可 知： ( , ) 0M a b → 且 ( , ) 0M a b− → ， 所 以 1

( , )lim
( , )x

M a b
M a b→

−
=

0 2

1 1

0

lim lim 1

m xix

a bi
bi

m xix xx

a bi

e dx
x x
e dx
x

π

π

−

→ →

+

= =
∫

∫
，所以就有 ( , ), ( , )M a b M a b− 趋近于零的速度相同，因

为 ( )a biζ + 和 ( )a biζ − 对 于 无 穷 大 的 主 导 项 相 同， 所 以 就 有 若

( ) 0a biζ + = ，则 ( ) 0a biζ − = 。

因 为 ( ) ( ) (1 )s w s sζ ζ= − ， 其 中 1( ) 2 sin( ) (1 )
2

s s sw s sππ −= Γ − ， 所 以 就 有
( ) ( ) (1 )a bi w a bi a biζ ζ+ = + − − ，因为 ( ) 0w a bi+ ≠ ，所以就有若 ( ) 0a biζ + = ，

则 (1 ) 0a biζ − − = 。

所以就有若 ( ) 0a biζ + = ，则 (1 ) ( ) 0a bi a biζ ζ− − = − = 。由黎曼勒贝

格引理可知： (1 , ) 0M a b− − → 且 ( , ) 0M a b− → ，所以此时就有：

10
11 1

1 0

(1 ) 2 1lim lim
( )

2 1

a bi m xix

a bi a bi

a bi m xix x x
m

a bi a bi

m e dxa bi x
m ea bi dx

x

π

π

ζ
ζ

+

+ − −

− +→ →
→+∞

− + −

− − −=
−

−

∫

∫

1 2 1 10

1

0

(2 1)lim
2 1

m xix
a bi a a bi

m xia bix x
m

a bi

e dxm x
e dx
x

π

π

− + − − −

+→
→+∞

−

−
=

−

∫

∫

1 2 1
2 1

1

(2 1)lim
2 1

a bi a
a

a bix
m

m x
− + −

−
+→

→+∞

−
=

−

1 2 1(2 1)lim
2 1

a bi a

a bim

m− + −

+→+∞

−
=

−
。易知当

1
2

a ≠ 时， 1

(1 )lim 0
( )x

a bi
a bi

ζ
ζ→

− −
→

− 或者 1

(1 )lim
( )x

a bi
a bi

ζ
ζ→

− −
→∞

− ，

此时就有 (1 ) ( )a bi a biζ ζ− − ≠ − 。

所以就有当且仅当 1
2

a = 时， ( ) 0a biζ + = 才可能成立， 其中

0 1, 0a b< < ≠ 。因为哈代证明了
1
2

a = 时有无穷多个零点，所以就有
1
2

a = 是 零 点， 即 对 于 0 1, 0a b< < ≠ ， 当 且 仅 当
1
2

a = 时，

( ) 0a biζ + = 。即黎曼猜想成立。

第三部分：哥德巴赫猜想研究

哥德巴赫猜想：任意一个大于等于4的偶数可以写成两个质数

之和。

已 知： 一 个 正 整 数 1K > 是 合 数， 则 K 必 有 一 个 质 因

子 P K≤ 。

设 26N ≥ 为偶数，设 , 0,1, 2,...iP i = 为从小到大依次排列的质数且 0 2P = ，设

集合 {(1, 1), (2, 2),...( 1,1)}X N N N= − − − ， 设 15 1k kP N P +≤ ≤ − < ， 因为 ( )iF P >

0

1 1( 1)(1 )...(1 )
k

N
P P

− − − ， 所 以 就 有 F(pi, pj)>F(pi)(1-1/p0)...(1-1/pk)>

2 2

0

1 1( 1)(1 ) ...(1 )
k

N
P P

− − − ，其中 ( , )i jF P P 为同时出现两个质数的个数。故：

2 2

0

1 1( , ) ( 1)(1 ) ...(1 )i j
k

F P P N
P P

> − − − ≥  2 2 2

0

1 1(1 ) ...(1 )k
k

P
P P

− − 。

设 , 0,1, 2,...iq i = 为从小到大依次排列的合数且 0 4q = ，不妨令

1m kq P= − ，故
2 2 2 2

2
0 0

1 1 1 1 1(1 ) ...(1 ) (1 ) ...(1 )
k m kP P q q P

− − − − = ，

2 2 2

2 20

0

1 1 1(1 ) ...(1 ) 11 1(1 ) ...(1 )
k

k

m

P
P P

q q

− − = >
− − ，所以就有 ( , ) 1i jF P P > ，即大于等

于26的偶数都满足哥德巴赫猜想。因为小于26且大于2的偶数都

满足哥德巴赫猜想，所以就有哥德巴赫猜想成立。

第四部分：考拉兹猜想研究

考拉兹猜想：考拉兹函数 ( )f h ：若 h 为偶数，则 ( )
2
hf h = ；若

h 为奇数，则 ( ) 3 1f h h= + 。经过有限次迭代后都会回归到1。

不妨设 1 ( )

3 1
2

n
n f n

aa +

+
= ， 0 1a h= >> ，其中 ia 为奇数， ( ) 1f i ≥ ，其中

1,2,3,...i = 。 因 为 对 于 1 ( ) ( )n na P n a Q n+ = + 的 通 解 为：
11

0
0 0

0

( )( ) ( )
( )

nn

n k
k i

i

Q ka a P i
P i

−−

= =

=

= +∑ ∏
∏

，所以就有
( )1

1 ( )
0 0 0

1 2 3( )
3 3 2

f ik nn

n f i
k i i

a h
−

+
= = =

= + ∑∏ ∏ 。

假 设 存 在 , 1,...n m m= + 其 中 m 为 确 定 值， 总 是 使

得 1 0na a h+ < = 。
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此时就有 ( )
0

30 1
2

n

f i
i=

< <∏ ，也即
( )

0

2 1
3

f in

i=

>∏ ，其中 , 1,...n m m= + 。不妨

设
( )1

0 0

1 2
3 3

f ikn

n
k i

b
−

= =

= ∑∏ ， 所 以 就 有
( ) ( )1 1

0 10 0

1 2 1 2
3 3 3 3

f i f ik km n

n
k k mi i

b
− −

= = += =

= + >∑ ∑∏ ∏
( ) ( )1 1

0 1 00 0

1 2 1 1 21
3 3 3 3 3 3

f i f ik km n m

k k m ki i

n m− −

= = + == =

−
+ = +∑ ∑ ∑∏ ∏ 。易知当 n →+∞ 时， lim nn

b
→+∞

→ +∞，此

时就有 h 对 1lim nn
a +→+∞

的贡献几乎为0。

即 若 假 设 存 在 , 1,...n m m= + 其 中 m 为 确 定 值， 总 是 使 得

1 0 1na a h+ < = >> 成立，则有 h 对 1lim nn
a +→+∞

的贡献几乎为0。

结论

第一部分内容为根据数学归纳法创新性的提出了极限归纳法

并给出了其部分应用，该方法听取了某期刊的建议做了部分补

充。本人认为该方法将会在数学和计算机领域展露光彩。第二部

分内容为黎曼 ζ 函数的研究，听取了某音用户的建议做了部分修

改，证明了黎曼猜想成立。第三部分内容为哥德巴赫猜想的一些

研究。第四部分内容为对考拉兹猜想的一些研究。（第三部分内容

的主要工作由二作兰建新完成，本文一作欧建做了最后的补充。

其余部分则完全由一作欧建完成）。
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