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一、函数无界与无穷大量的定义

在高中学习阶段，学生接触过函数的有界性，即：设函数

( )f x 的 定 义 域 为 D ， 数 集 X D⊂ . 如 果 存 在 数 1K ， 使 得

1( )f x K≤ 对任一 x X∈ 都成立，则称函数 ( )f x 在 X 上有上界，

而 1K 称为函数 ( )f x 在 X 上的一个上界 . 如果存在数 2K ，使得

2( )f x K≥ 对任一 x X∈ 都成立，则称函数 ( )f x 在 X 上有下界，

而 2K 称为函数 ( )f x 在 X 上的一个下界 . . 如果存在正数 M ，使

得 ( )f x M≤ 对任一 x X∈ 都成立，则称函数 ( )f x 在 X 上有界.如
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摘   要 ：  高等数学中，函数无界与无穷大量作为核心概念，常令学生感到困惑。本研究创新性地借助 GeoGebra 软件这一强大

的数学工具，直观而生动地展示了无界函数与无穷大量之间的差异。通过动画模拟函数图像在特定区间内的无限延伸

或振荡，学生直观理解了“无界”并非等同于“无穷大”。这一设计不仅显著提升了学生对这两个概念的理解深度，

还极大地促进了他们的空间想象能力和逻辑思维能力的发展，激发了创新思维和探索精神，为培养高素质的数学人才

奠定了坚实基础。
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果这样的 M 不存在，就称函数 ( )f x 在 X 上无界；也就是说，如

果对于任何正数 M ，总存在 1x X∈ ，使 1( )f x M> ，那么函数

( )f x 在 X 上无界 . 从无界性的定义可以看出函数无界性是一个局

部性质，它描述了函数在某个区间或集合上没有上界或下界。

无穷大量是当 0x x→ （或 x →∞ ）时，对应的函数值的绝对

值 ( )f x 无限增大，就称函数 ( )f x 为当 0x x→ （或 x →∞ ）时的

无穷大 . 定量描述即：设函数 ( )f x 在 0x 的某一去心邻域内有定义

（或 x 大于某一正数时有定义）. 如果对于任意给定的正数 M （不

论它多么大），总存在正数 δ （或正数 X ），只要 x 适合不等式

引言

信息技术在当代数学教育中扮演着不可或缺的角色，它不仅革新了传统的教学方式，而且极大地丰富了学习体验，加深了学生对数

学概念的理解。它可以直观化呈现复杂概念，特别是图形计算器和数学软件（如 GeoGebra、Desmos、MATLAB 等），能够将抽象的数

学概念以直观、生动的图像或动画形式展示出来。这对于学生来说，尤其是对那些在视觉上更容易吸收信息的学习者，是极其有益的。例

如，在理解无界函数和无穷大量时，通过动态图像展示，学生可以直观地看到函数图像的变化趋势，从而加深对数学概念的理解。
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00 x x δ< − < （或 x X> ），对应的函数值 ( )f x 总满足不等式

( )f x M> ，则称函数 ( )f x 为当 0x x→ （或 x →∞ ）时的无穷

大 . 从定义可以看出无穷大是一个变量，不可与很大的数（如

一千万、一亿等）混为一谈 . 无穷大是描述函数的一种状态，并且

从定义可以看出无穷大必定无界。但无界函数不一定是无穷大 . 例

如函数 sinx x 当 x →∞ 时是无界的，因为任意给定 0M > ，总能

找到 x 的值，如 ，使

，

但 sinx x 当 x →∞ 时不是无穷大 . 因为当 0, , 2 ,x π π=  时，

sin 0x x = ， 所以不能满足无穷大定义中“只要 x 适合不等式

00 x x δ< − < （或 x X> ），对应的函数值 ( )f x 总满足不等式

( )f x M> ”这个要求。

无穷大量与无界函数之间的关系往往是学生学习的痛点，但

借助现代教育技术，如 GeoGebra 软件，我们可以将这些抽象的

概念具象化，从而帮助学生更好地理解和掌握。

二、函数无界与无穷大量和 GeoGebra 的融合策略

为了帮助学生理解函数无界与无穷大量的关系，我们可以借

助 GeoGebra 这一动态几何画板软件。通过精心设计的指令和动

画，直观地展示 sinx x ，从而帮助学生们跨越认知上的障碍。具

体实施策略如下：

步骤 1: 定义一个无穷大量。例如，
1

1x −
在 1x → 时是无穷

大量。

步骤 2: 定义一个无界函数， sinx x

步骤 3：创建滑动条 M。

步骤 4: 绘制函数 ,y M y M= = −

步骤 5: 绘制函数图形与 x 轴交点。

步 骤 6: 动 态 演 示。 当 滑 动 条 的 值 改 变 时， 总 有 函 数 值

，无法满足不等式 ( )f x M> 。

通过精心设计的这些步骤，我们使学生能够直观地体验到无

界函数与无穷大量的本质差异，从而深化他们对这两个概念的认

识。在这个过程中，学生不仅能够更加清晰地把握无界函数的特

点，还能准确理解无穷大量的含义。此外，这一系列的教学活动

有效提升了学生的空间想象力和逻辑思维能力，为他们在数学领

域的发展奠定了坚实的基础。

三、用 GeoGebra 动态展示详细制作过程

1）启动 GeoGebra 软件，分别打开绘图区、代数区。

2） 英 文 状 态 下， 在 指 令 栏 中 输 入：

y=1/(x-1)

说明：绘制直线
1

1x −

3) 点击工具栏上的 , 在绘图区建立滑动条  , 在出现的

滑动条属性框中（图1）。

说明：用于控制自变量无限趋近于1的变化趋势 .

              图1 滑动条 的属性设置

4）英文状态下，在指令栏中 输入：极限

(f,a)

说明：计算函数在 x a→ 时的极限 . 当 x=1 时极限不存在，

代数区中显示极限值 b 为“？”号（图2）。

     

                                                                    图 2  函数极限

5） 英 文 状 态 下， 在 指 令 栏 中 输 入：

y=xsinx 

说明：绘制直线 sinx x ，并在绘图区中单击函数图像，在上

方出现的属性框中调整曲线的粗细及演示等。

6) 点击工具栏上的 , 在绘图区建立滑动条  , 在出现的

滑动条属性框中（图1）。

说明：生成任意的正整数 M。

图3滑动条 M 的属性设置

7） 英 文 状 态 下， 在 指 令 栏 中 输 入：

y=M 

说明：绘制直线 y=M， 并根据显示效果设置粗细颜色等

属性。

8） 英 文 状 态 下， 在 指 令 栏 中 输 入：

y=-M 

说明：绘制直线 y=-M，并根据显示效果设置粗细颜色等

属性。

9) 点击工具栏上描点按钮 ，下拉选择零值点按钮（图4），

然后单击绘图区中的函数图像，绘图区出现函数零点。
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图4 零值点按钮

说明：绘制函数 sinx x 的零点，在代数区分别自动出现相应

零点的坐标，并按英文字母顺序自动明名。

10）点击工具栏上的 , 在绘图区建立按钮 , 在出现的

按钮框中（图5）按行输入如下脚本：

Setvalue(k,!k)

启动动画 (M,k)

设置标题 (button1,if(k," 暂停 "," 启动 "))

图5  按钮

说明：此按钮的功能是为了启动滑动条 M。

上述设置为演示提供了基础框架，通过启动按钮启动滑动条

M，可以观察到不论 M 取多大，总有曲线夹在直线 y=M 和 y=-M

之间，也即说总有点 x，使函数值 ( )f x M< （图6） ，这说明函

数 sinx x 虽然无界但不是无穷大量。 通过图像的直观观察，加深

对函数无界与无穷大之间关系的理解，同时，这一演示也提醒我

们，在研究函数性质时，不能仅仅依赖于理论推导，还需结合图

像直观地观察和分析。这样，我们才能更准确地把握函数的内在

规律，为解决实际问题提供有力的数学工具。

  图6   无界函数 sinx x

四、总结

在使用 Geogebra 软件演示无界函数与无穷大量的过程中，

我们得到了深刻的启示和丰富的体验。Geogebra 作为一款动态数

学软件，为我们提供了一个直观、便捷的学习平台。通过设置滑

动条 M，我们发现，不论 M 多大，总有函数图像在直线 y=M 和

y=-M 之间波动，但这说明函数是无界的，但并非无穷大量。此

次演示还让我们体会到了数学探究的魅力。在调整滑动条 M 的过

程中，我们不断观察、思考、总结，逐步揭示了函数的性质。这

不仅锻炼了学生的动手操作能力，还培养了学生的观察能力和逻

辑思维能力。总之，利用 Geogebra 演示无界函数与无穷大量的过

程，让学生对这两个概念有了更加清晰的认识。激发了学生对数

学学习的兴趣和热情。
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