
Copyright © This Work is Licensed under A Commons Attribution-Non Commercial 4.0 International License. | 043

项目信息：宜宾学院2023年度课程思政项目，《初等数论》课程思政示范课程 (XKCSZKC202303)。 

作者简介：

杨四强（1985.03—），男，汉族，四川泸州，博士，讲师。研究方向：代数学、泛函分析。

杜保营（1981.12—），男，汉族，山东曲阜，博士，讲师。研究方向：非线性偏微分方程。

刘艺（1998.01—），女，汉族，四川自贡，硕士，讲师。研究方向：数学教育。

初等数论与抽象代数对接的教学探索
杨四强，杜保营，刘艺

宜宾学院，四川 宜宾  644005

DOI: 10.61369/ETR.2026010005

摘   要 ：  针对高校初等数论课程教学中存在的一些共性问题，通过四个典型的教学案例探讨如何实现与抽象代数课程的有效教

学对接，将抽象代数的理念与方法有机融入初等数论教学实践。具体而言，四个案例分别聚焦：抽象代数视角下同余

概念及其基本性质的理解；通过一个重要习题的教学案例来体现抽象代数理论的应用；运用抽象代数理论和方法诠释

和证明欧拉定理、费马定理和威尔逊定理。此教学探索旨在巩固学生的抽象代数学习成果，帮助学生深刻理解两门课

程的内在联系与实际应用，激发其对初等数论的学习兴趣，最终促进数学素养的提升。
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A b s t r a c t  :   Addressing some common issues in the teaching of elementary number theory in universities, this paper 

explores how to effectively integrate it with abstract algebra courses through four typical teaching 

cases. Specifically, these cases focus on: understanding the concept of congruence and its basic 

properties from the perspective of abstract algebra; demonstrating the application of abstract algebra 

theory through a teaching case of an important exercise; and interpreting and proving Euler's theorem, 

Fermat's theorem, and Wilson's theorem using abstract algebra theory and methods. This teaching 

exploration aims to consolidate students' learning achievements in abstract algebra, help them deeply 

understand the intrinsic connection and practical application of the two courses, stimulate their interest 

in learning elementary number theory, and ultimately promote the improvement of mathematical literacy.
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引言

数论是现代数学的核心内容，其基础理论体系集中体现在初等数论课程中，该课程的核心内容（如同余、素数性质）不仅是现代数论

很多重要研究的起点，更与中学数学教育存在紧密且多元的知识衔接。因此，《初等数论》已成为了高校数学与应用数学师范专业的重要

专业课程。作者多年担任所在院校的初等数论课程教学任务，所采用的教材是闵嗣鹤的《初等数论（第四版）》[1]，该教材也是众多院校

的选择。经过教学实践发现，当前的初等数论教学上存在一些待改进的地方：一是教材内容侧重理论推演，对知识的应用性挖掘不足，解

题策略训练相对薄弱；二是教学过程中跨学科融合深度不够，导致学生难以充分认知课程的学科价值；三是部分知识点因呈现方式单一而

显得枯燥，进而影响学习主动性。实际上，关于初等数论课程教学的研究与改革，不少学者已做了一些很有意义的探讨 [2-11]，本文不再赘

述。这些有价值的改革探索，为本研究提供了重要参考。

结合笔者在数学专业《抽象代数》课程的多次授课经验及多方面反馈，发现该课程在国内众多院校中普遍存在学生认知痛点：课程

知识抽象程度较高，学生难以建立直观理解；知识的实际应用场景展示不足，导致学习动力与获得感受限。另外，抽象代数基本上没

有后续课程，使得学生没有足够机会“学而时习之”。学生们通常也不会再花时间和精力来巩固所学，从而不能反复认识和思考课程知

识，加大了理解和记忆抽象代数知识的难度，理解流于表面，学生通过期末考试之后，知识会快速遗忘。一段时间后对抽象代数课程的

印象往往只剩一些基本名词的概念。

众所周知，现代数论与抽象代数有着非常紧密的联系。抽象代数是初等数论的抽象化，而初等数论中的很多问题为抽象代数提供了
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一、教学案例及其分析

在本节中，将结合教学实践，呈现若干初等数论教学案例，

具体阐释如何通过抽象代数的理论与方法实现初等数论知识点的

延伸与深化。文中案例均以闵嗣鹤先生所著《初等数论（第四

版）》为参考教材展开。

（一）案例一

教材第三章第1节题为“同余的概念及其基本性质”。如果将

模 m （正整数）的剩余类看成一个元素，剩余类的相等就可以用

同余来刻画，反之亦然。第1节中的同余的运算性质就可以转化为

剩余类的运算性质。模 m 的剩余类的集合对剩余类的加法和乘法

运算作成一个环，称为剩余类环。如果只考虑加法，则作成一个

加群。由此我们可从抽象代数的角度来理解同余的运算性质。对

m ， 考 虑 剩 余 类 环 {0,1,2, , 1}m m= − 。 整 数 间 的 同 余 关 系

 (mod )a b m≡ 等价于在环 m 中 a b= ，这是一个简单而又关键的

知识点。书上列出的11条同余性质，即性质甲到性质癸，由该知

识点都可以转化为环 m 中元素的基本性质。由于后四条性质在环

中的表达意义不是太大，我们只考虑前五条性质。

甲：  (mod )a a m≡ ，

乙：若  (mod )a b m≡ ，则  (mod )b a m≡ ，

丙：若  (mod )a b m≡ ，  (mod )b c m≡ ，则  (mod )a c m≡ ，

丁：(i) 若 1 1  (mod )a b m≡ ， 2 2  (mod )a b m≡ ，

则 1 2 1 2  (mod )a a b b m+ ≡ + ，

(ii) 若  (mod )a b c m+ ≡ ，则 b=a(modm)，

戊：若 1 1  (mod )a b m≡ ， 2 2  (mod )a b m≡ ，则 1 2 1 2  (mod )a a b b m≡ 。

特别地，若  (mod )a b m≡ ，则  (mod )ka kb m≡ 。

在加群 m 中，以上性质意味着：

甲＇ ： a a= ，

乙＇ ：若 a b= ，则 b a= ，

丙＇ ：若 a b= 且 b c= , 则 a c= ，

丁＇ ：(i) 若 1 1a b= ， 2 2a b= , 则 1 2 1 2a a b b+ = + ，

(ii) 若 a b c+ = ，则 a c b= − 。

这些都是剩余类加群的很显然的事实。把 m 看作是环，则性

质戊转化为下述性质。

戊＇：若 1 1a b= ， 2 2a b= ，则 1 1 1 2a a b b= 。特别地，若 a b= ，

则 ka kb= 。

这样的处理使学生能直观看到“同余”是整数的分类方式，

理解同余的基本性质本质上是群和环的元素阶的简单性质，由此

学生能更专注于同余的核心性质，而非复杂的代数推导。这样，

我们就把理论放在了更一般的框架内，使学生们站在了一个更高

的层次来俯视同余的性质。

（二）案例二

教材第三章第3节题为“既约剩余系与欧拉函数”。对加群

m ，只考虑与 m 互素的元素，对模 m 剩余类的乘法构成了一个

群，记为 U( )m 。模 m 的既约剩余系可以理解为群 U( )m 的全体

元素的代表元构成的集合。定理1是本节的基础结论，内容为：与

模 m 互素的剩余类的个数是 。换句话说即群 U( )m 的阶 ( 也

就是群的元素个数 ) 为 ( )mϕ 。这里， ( )mϕ 是欧拉函数。

现在我们考虑本节的习题 3(ii)： 证明
|

( )
d a

d aϕ =∑ ，其中
|d a
∑ 表

示展布在 a 的一切正因数上的和式。

在讲授证明前，可先举例说明该结论，帮助学生理解。

例1 令 10a = ，有

|10
( ) (1) (2) (5) (10)

            1 1 4 4 10 
d

dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + +

= + + + =

∑
。

例2 令 45a = ，有

|45
( ) (1) (3) (5) (9) (15) (45)

            1 2 4 6 8 24 45 
d

dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + + + +

= + + + + + =

∑
。

教师可向学生强调，虽然这个结论是以习题的形式呈现，但

它是初等数论中关于欧拉函数的重要性质，是理解欧拉函数性质

的关键，也是后续学习更复杂数论定理的基础。它揭示了欧拉函

数与整数因数结构的深层联系，是数论中“整除”与“互质”两

大核心概念的桥梁。不少数论定理的证明均依赖于此结论，同时

它也是数学竞赛中一个常用的工具。在密码学中，该公式有助于

理解 RSA 算法中模反元素的计算原理。

在讲解此结论时，可先给出传统证明方法，再给出抽象代数

证明方法，形成鲜明对比。

传统证明方法 考虑 ta p= ， tp 的因子为 21, , , tp p p ， 而

( ) 1k k kp p pϕ −= − ，故

具体模型与直觉来源。例如模n 同余类加上两种自然的运算可以直接抽象为 环；整数的加减乘运算可以抽象为环中相应的运算；整数的

算术基本定理可以抽象为 唯一分解整环理论 。

基于目前的初等数论教学现状与学科特点，作者在教学中有意识地结合抽象代数的方法和理论（需说明的是，在作者所在院校，抽

象代数开设于大三上学期，而初等数论安排在大三下学期，这为跨课程知识衔接提供了可行性）。具体实践中，虽然初等数论传统上以

初等方法为主要工具，但诸多内容可借助抽象代数视角实现简化，通过公理化方法将初等数论中的分散结论系统化，利用公理化方法构

建普适性框架。从而显著降低初等数论理解的门槛，帮助学生以更高观点统摄知识脉络，又能促使其主动回顾并深化对抽象代数核心概

念的认知，巩固以前的学习成果。特别地，针对部分初等证明给出对应代数证明，可直观展现数学工具从具体到抽象的演进逻辑，凸显

了数学的发展性和层次性。我们还希望通过这种教学尝试向学生渗透“数学各个分支并非孤立存在，而是互相联系，通过概念迁移与方

法互补实现协同发展”的整体性观念，引导其建立跨学科的知识联系。



Copyright © This Work is Licensed under A Commons Attribution-Non Commercial 4.0 International License. | 045
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            1 ( 1)
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下 一 步， 考 虑 一 般 情 形。 1 2
1 2

ktt t
ka p p p=  ， a 的 因 子 为

1 2
1 2

krr r
kd p p p=  ， 0 i ir t≤ ≤ ，则

( )1 2
1 2( ) (( )) kr

k
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完成证明。

注意：在讲授中为帮助学生理解推理的最后几步，可举例做

演示。

例3 令 2 3
1 2a p p= ，则

( )( )

0 0 0 3 2 0 2 3
1 2 1 2 1 2 1 2

|

0 1 2 0 3
1 1 1 2 2

2 3
1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

               

d a

d p p p p p p p p

p p p p p

p p

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= + + +

= + + +

+ + +

+

=

∑   



。

显然，该证明是比较繁琐的，思路也具有一定的隐蔽性，对

学生而言独立完成难度很大。事实上学生们事先往往都是通过查

询资料来完成该习题。现在我们讨论如何使用抽象代数的方法来

证明此结论。先引导学生复习以下知识点： G 是阶为 a 的循环

群，设 g 是 G 的生成元。则对任意 k +∈ ，令 gcd( , )d a k= ，则

kg 是阶为 /a d 的循环子群，且 k dg g= 。特别地， G 恰有

( )aϕ 个生成元。

抽象代数证明方法 令 G 是阶为 a 的循环群。对任意的 d 使得

|d a ， G 有唯一一个阶为 d 的循环子群。且该子群有 ( )dϕ 个生成

元。 又 G 的 每 个 生 成 元 都 生 成 一 个 循 环 子 群， 从

而
|

| | ( )
d a

G a dϕ= =∑ 。

可见，相比传统证明，使用抽象代数知识来证明十分简洁。

从而学生们可以切实体会到抽象代数理论的应用，以及抽象代数

课程中处处蕴含的抽象化思维带来的好处。

注意，抽象代数证明方法虽然很简短，但比较抽象，教师应

通过举例辅助学生理解。

例4 令 6a = ，有

|6
( ) (1) (2) (3) (6)

d
dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + +∑ 。

另一方面，考虑阶为6的循环群 G ，我们说明上式右端这4项

之和恰好是 G 的全体元素的数量。

当 d 取1，对应的循环子群是 { }e ，该子群的生成元是1个，

即 e ；

当 d 取2，对应的循环子群是 3{ , }e a ，该子群的生成元是1

个，即 3a ；

当 d 取3，对应的循环子群是 2 4{ , , }e a a ，该子群的生成元是2

个，即 2a 、 4a ；

当 d 取6，对应的循环子群是 G 本身，该子群的生成元是2

个，即 a 、 5a 。

上 述4种 情 形 下 的 全 体 生 成 元 正 好 是 G 的 全 体 元 素

2 5, , , ,e a a a ，数量为1 1 2 2 6+ + + = 。与结论吻合。

教学实践表明，部分抽象代数基础薄弱的学生难以理解该抽

象代数证明，而例4的具象化表达易被接受。我们不要求理解抽象

代数证明方法，但学生可通过例4体会证明的原理，我们相信这依

然是有意义的。

（三）案例三

第三章第4节题为“欧拉定理 ⋅费马定理及其对循环小数的应

用”。本节的欧拉定理和费马定理可以说是初等数论的两个典型定

理，在中学奥数中也经常涉及到。它们的证明比较简单，不过给

出相应的抽象代数证明仍能起到深化理解的作用。这打破了思维

定势，学生可以对比不同证明方法的特点和优劣，再次加深对群

的性质的理解。

欧 拉 定 理 设 m 是 大 于 １ 是 整 数， gcd( , ) 1a m = ，

则 ( ) 1 (mod )ma mϕ ≡ 。

先引导学生回忆知识点：

（1） G 是阶为 n 的群，对任意 a G∈ ，有 | |a 整除 | |G ，即

有 1na = 。

（2） 令 U( ) {m mr= ∈  ， gcd( , ) 1}r m = ， 则 U( )m 是阶为

( )mϕ 的群（运算为剩余类的乘法， 这即是在案例2中复习过

的群。

证 考虑群 U( )m 。若 U( )ma∈  ，则 ( ) ( )
1

m
a

ϕ
= 。用同余的语

言表示，即 ( ) 1 (mod )ma mϕ ≡ 。

费马定理  若 p 是素数，则  (mod )pa a p≡ 。

证 只需证明在群 p 中，有 pa a= 。再转化为同余的语言，

即得结论。若 0a = ，则 ( ) ( )0 0
p ppa a= = = ，结论成立。若 0a ≠

，则 U( )pa∈  。而 | U( ) | 1pZ p= − 。从而 ( ) 1
1

p
a

−
= 。两边乘以 a

，得 ( ) p
a a= 。即 pa a= 。

在上述欧拉定理的证明中，通过 U( )m 的构造，让学生理解

( ) 1 (mod )ma mϕ ≡ 是群元素的阶的性质的直接结果。在上述费马定

理的证明中，学生能直观看到定理的本质是群元素的阶与素数 p

的关系。这两个证明将定理拆解为群的构造、群元素的运算这样

的步骤，降低了学生的认知负荷。其逻辑可迁移至其他数论问

题，形成“问题 -- 工具 -- 应用”的闭环。

（四）案例四

第四章第4节题为“素数模的同余式”。本节中的威尔逊定理

不仅是一个饶有趣味的数论结论，其本质上也是素数模同余式基

本性质的直接推论。

威尔逊定理 p 是素数，则 ( 1)p − 1 0 (mod )p+ ≡! 。

威尔逊定理的内容是很直观的，现在我们从抽象代数的角度

来看待该定理。考虑群 U( )p ，公式 ( 1)p − 1 0 (mod )p+ ≡! 用群

论的语言表达，即是 1 2 1 1 1p p⋅ − = − = − 。详细地说，即对群

U( )p 而言，全体元素的乘积恰好等于元素 1p − 。

群 U( )p 具有两个值得注意的性质： ( ) ( )2 2
1 1 1p − = − = ；
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1p − 是 U( )p 的唯一一个二阶元。从而 1p − 的逆元为它自身，且

除了 1p − ，其它元素的逆元都不是自身。由此群的其它非单位元

可以两两配对，乘积均为单位元1。下面举例说明。

例5 当 5p = 时，即考虑群 5U( ) {1,2,3,4}= ，可作如下的简

单计算

1 2 3 4 1 (2 3) 4 1 1 4 4 1⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = = − 。

例6 当 7p = ，即考虑群 7U( ) {1,2,3,4,5,6}Z = ，有

1 2 3 4 5 6 1 (2 4) (3 5) 6

                  1 1 6 6 1 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = = − 。

可见都是符合威尔逊定理的。

通过这样的讲解方式，学生不仅能更好地掌握威尔逊定理的

内涵，也能更轻松地记忆该定理。

二、结语

从实际教学情况来看，在教学中融入与抽象代数对接的内

容，对知识点做适当的延申，虽然在一定程度上提高了知识的抽

象程度和难度，但还是处在学生们的接受范围内，起到了前文中

提到的效果。另外在教学中应该注意避免认知超载，不应过多抽

象化而导致喧宾夺主，需平衡好直观性与严格性。例如在案例四

中，对群 U( )p 而言，除了元 1p − ，其它元素的逆元都不是自

身，从而可以两两配对，乘积分别为单位元1。该结论可以考虑直

接使用，由例5和例6作直观的说明。

受教学时间以及知识难度的限制，我们将部分知识点的扩展

作为课后学习任务，鼓励部分学有余力的学生自学和自主探究。

这包括整数的算术基本定理的抽象代数版本 —— 唯一分解整环

理论、孙子定理在环上的推广、一元五次方程没有求根公式的抽

象代数证明。此类安排有助于培养学生的自学能力和构建跨学科

知识整合的能力，为部分学生考研和进一步学习现代数学奠定

基础。

冯克勤教授曾经指出：初等数论是抽象代数的“天然预科”，

二者结合可缓解学生从中学到大学数学的认知跃迁焦虑。而丘维声

教授的课程实践表明，通过剩余类环讲解初等数论，能使抽象代数

成为“看得见的工具”而非“空中楼阁”。相信我们的教学探索实

践对相关师范院校的初等数论课程的教学具有一定的借鉴作用。

在当前时代背景和高校教育形势下，我们需要深入思考如何适

应当代大学生的需求，开展针对性的教学，培养具有良好核心数学

素养的新一代专业人才。作为这个宏大课题的关键一环，我们将继

续理论联系教学实践，探讨在学校人才培养方案的指引下，如何进

一步推动初等数论与抽象代数等其他课程的合理深度融合。
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