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一、相关理论基础

 （一）图像配准

 图像配准 [4] 的本质是寻找一个空间变换，将待配准图像（浮

动图像）映射到参考图像的坐标系下，使得两者对应区域的信息

尽可能一致。其核心流程包括：图像预处理、特征提取与匹配、

项目信息：

安徽省2025年高校中青年教师培养行动项目（优秀青年教师培育项目），项目编号：YQYB2025167。

2025年度安徽省职业与成人教育协会教育科研规划课题（课题名称：数字化背景下高职院校数学教师数字素养提升策略研究，课题编号：AZCJ2025131） 
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多重约束提升精度与鲁棒性，但加剧了优化问题复杂度。拉格朗日乘数法为带约束优化提供了高效求解思路，本文系
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型，并推导最优解的求解过程，为复杂场景下的高精度图像配准提供了理论依据与可行的解决方案。
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变换模型估计、图像重采样与插值。其中，变换模型的选择与相

似性度量的设计是影响配准精度的关键因素。

1. 变换模型

变换模型用于描述浮动图像与参考图像之间的空间映射关

系，根据变换的复杂性可分为刚性变换、仿射变换和非刚性变

换。刚性变换包含平移、旋转和翻转等变换，表达式为：

引言

随着图像处理技术发展，图像配准在医学影像诊断、遥感分析、计算机视觉导航等领域广泛应用。医学领域中，多模态影像配准助

力病灶精准定位 [1]；遥感领域通过配准实现地表变化监测 [2]；计算机视觉中，配准在三维重建、视觉同步与定位、目标识别与跟踪、检

索等计算机视觉任务均有着广泛的应用 [3]。

传统配准多基于单一约束，在简单场景效果尚可，但实际应用中图像易受噪声、光照、遮挡等干扰，单一约束难以保证精度与鲁棒性。多

约束配准通过融合几何、灰度、平滑等多重信息弥补不足，但也转化为复杂带约束优化问题，高效求解并保证最优解合理性成为核心挑战。

拉格朗日乘数法通过引入乘数将带约束优化转化为无约束问题，具有理论严谨、求解高效等优势，已成功应用于多个领域。将其应

用于多约束配准建模，可实现目标函数与约束的统一优化，为复杂场景配准提供新思路，具备重要理论与应用价值。
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1 2 1x a x a y b′ = − +

2 1 2y a x a y b′ = + +

其中， ( , )x y 为浮动图像像素坐标， ( , )x y′ ′ 为映射后的参考图

像像素坐标， 1a cosθ= ， 2a sinθ= ， θ 为旋转角度， 1 2,b b 为平

移量。

仿射变换包括了旋转、缩放、平移等操作 [5]，表达式为：

11 12 1

21 22 2

1 0 0 1 1

x a a b x
y a a b y
′    

    ′ =    
    
    

其中， 11 12 21 22, , ,a a a a 为缩放、 旋转和剪切系数， 1 2,b b 为平

移量。

非刚性变换用于描述图像的弹性形变，常见的非刚性变换模

型包括 B 样条变换、薄板样条变换（TPS）等。其中，B 样条变

换通过基函数的线性组合实现局部形变，表达式为：

, , ,0 0
( , ) ( ) ( )m n

i k j l i ji j
T x y N x N y P

= =
=∑ ∑

其中， ( ) ( ), ,,i k j lN x N y 为 k 次、l 次 B 样条基函数， ,i jP 为控

制顶点，m、n 为控制顶点的数量。

2. 相似性度量

相似性度量 [6] 用于量化配准后浮动图像与参考图像之间的一致

性，常用的相似性度量包括灰度相似性度量和特征相似性度量。

灰度相似性度量直接基于图像的灰度值计算，如互相关系数

（CC）、归一化互相关系数（NCC）、互信息（MI）等。互相关

系数用于衡量两图像灰度值的线性相关程度，表达式为：

( , )

2 2
( , ) ( , )

( ( , ) )( ( , ) )

( ( , ) ) ( ( , ) )
x y

x y x y

I x y I J x y J
CC

I x y I J x y J

′ ′− −
=

′ ′− −

∑
∑ ∑

其中， ( , )I x y 为参考图像灰度值， ( , )J x y′ ′ 为配准后浮动图像

灰度值， I J， 分别为两图像的灰度均值。

互信息基于信息论中的熵概念，衡量两图像灰度分布的统计

相关性，适用于多模态图像配准，表达式为：

( , ) ( ) ( ) ( , )MI I J H I H J H I J= + −

其中， ( )H I 、 ( )H J 分别为参考图像和浮动图像的边缘熵，

( , )H I J 为两图像的联合熵。

特征相似性度量基于图像的角点、边缘等特征点描述子匹配，

具有较强的抗光照变化和噪声干扰能力，但计算复杂度较高。

（二）拉格朗日乘数法 [7]

拉 格朗日乘数法是求解带约束优化 问题的经典数学方法，适

用于目标函数为连续可微函数，约束条件为等式约束或不等式约

束的优化问题。其核心思想是通过引入拉格朗日乘数，将带约束

优化问题转化为无约束的拉格朗日函数的极值求解问题。

1. 等式约束优化问题求解

对于等式约束优化问题：

目标函数： ( )minf x （或 ( )maxf x ）

约束条件： ( ) 0, 1,2,...,ig x i m= =

其中， 1 2( , , , )T
nx x x x=  为优化变量， ( )f x 为目标函数，

( )ig x 为等式约束函数，m 为约束条件个数，且 m n< 。

根据拉格朗日乘数法，引入拉格朗日乘数 iλ ∈ ，构建拉格

朗日函数：

( ) ( ) ( )
1

,
m

i i
i

L x f x g xλ λ
=

= +∑ ，

则原等式约束优化问题的极值点满足拉格朗日函数的一阶偏

导数为零，即：

0, 1,2,...,
j

L j n
x
∂

= =
∂

0, 1,2,...,
i

L i m
λ
∂

= =
∂

通过求解上述方程组，可得到优化变量 x 的极值点，进而确

定原问题的最优解。

2. 不等式约束优化问题求解

对于不等式约束优化问题：

目标函数： ( )minf x （或 ( )maxf x ）

约束条件： ( ) 0, 1,2,...,ig x i m≤ =

此时需要引入 KKT（Karush-Kuhn-Tucker）条件，KKT

条件 [8] 通常用于解决非线性规划问题中含有不等式约束优化的情

况。构建拉格朗日函数：

( ) ( ) ( )
1

,
m

i i
i

L x f x g xλ λ
=

= +∑
则 KKT 条件包括：

（1）一阶最优性条件： ( ), 0xL x λ =▽ ；

（2）可行性条件： ( ) 0, 1,2,...,ig x i m≤ = ；

（3）互补松弛条件： ( ) 0, 1,2,...,i ig x i mλ = = ；

（4）非负性条件： 0, 1,2,...,i i mλ ≥ = 。

通过求解满足 KKT 条件的优化变量 x 和拉格朗日乘数 λ ，

可得到原不等式约束优化问题的最优解。

二、基于拉格朗日乘数的多约束图像配准数学 建模

（一）目标函数构建

图像配准的目标函数用 于衡量配准后图像的一致性，本文结合

灰度相似性与特征相似性，构建混合相似性目标函数，目标函数为

( ) ( , ) (1 ) ( , )T Tf T NCC I J FM I Jα α= ⋅ + − ⋅

其中 T 为空间变换参数， [0,1]α ∈ 为权重系数， ( , )TNCC I J

为 配 准 后 浮 动 图 像 TJ 与 参 考 图 像 I 的 归 一 化 互 相 关 系 数，

( , )TFM I J 为特征匹配相似度。

本文的目标为最大化 ( )f T ，即优化 T 使配准后图像的灰度相

似性和特征相似性均最优。

（二）约束条件设计

根据图像配准的实际需求，设计以下四种 约束条件。

1. 几何 变换约束

几何变换约束用于限制空间变换的类型，根据实际应用场景

选择对应的变换模型，并对变换参数施加约束。以刚性变换为

例，变换参数需满足旋转矩阵的正交性约束，即 ( ) 2 2
1 1 2 1 0g T a a= + − = ，

其中 1 cosa θ= ， 2 sina θ= ， θ 为旋转角度。该约束保证了变换过

程中图像的形状和大小不变。

2. 平滑约束

平滑约束用于限制图像的局部形变，避免配准过程中出现过



计算机工程与应用 | COMPUTER ENGINEERING AND APPLICATIONS

082 | Copyright © This Work is Licensed under A Commons Attribution-Non Commercial 4.0 International License.

度形变或锯齿状失真，尤其适用于非刚性配准场景。采用二阶导

数平滑约束，表达式为：

( ) ( ) ( )2 22 2

2 2 2

, ,
0T TJ x y J x y

g T dxdy C
x y

    ∂ ∂ = + − ≤       ∂ ∂    
∬

其中 C 为平滑阈值，调节允许形变的程度。

3. 灰度一致性约束

灰度一致性约束用于保证配准后对应像素的灰度值具有合理

性，避免出现灰度突变。对于单模态图像配准，约束配准后浮动

图像与参考图像的灰度差值在一定范围内，表达式为：

( )
( )

( ) ( )3 ,
max , , 0Tx y

g T I x y J x y ε= − − ≤

其中 ε 为根据图像噪声与灰度范围确定的灰度差值阈值。

4. 特征匹配约束

特征匹配约束用于保证配准后特征点对的空间一致性，避免

出现错误匹配，表达式为：

其中 pk、 kp′ 分别为浮动与参考图像匹配特征点坐标， δ 为映

射误差阈值。

（三）基于拉格朗日乘数的优化模型构建

结合目标函数与约束条件，构建基于拉格朗日乘数的多约束

图像配准优化模型。最大化目标转化为 min ( )f T− ，引入乘数 1λ

（几何变换等式约束）、 2 3 4λ λ λ、、 （平滑、灰度一致性、特征匹

配不等式约束不等式约束），构建拉格朗日函数：

( ) ( ) ( ) ( )
4

1 1
2

, i i
i

L T f T g T g Tλ λ λ
=

= − + +∑
根据拉格朗日乘数法与 KKT 条件，最优解需满足以下条件：

（1）一阶最优性条件： ( ), 0T L T λ =▽ ；

（2）等式约束可行性条件： ( )1 0g T = ；

（3）不等式约束可行性条件： ( ) 0, 2,3,4ig T i≤ = ；

（4）互补松弛条件： ( ) 0, 2,3,4i ig T iλ = = ；

（5）非负性条件： 0, 2,3,4i iλ ≥ = 。

（四）最优解求解过程

基于上述优化模型，采用梯度下降法 [9] 求解最优变换参数  T，

求解过程如下：

步骤1：初始化变换参数 0T （如初始旋转角度为0，平移量为

0）、拉格朗日乘数 0λ （ 1 2 3 4, , ,λ λ λ λ 初始值均为0）、学习率η 、

迭代次数阈值 N 和收敛精度 ε 。梯度下降法的收敛速度和最终精

度高度依赖于学习率η 和拉格朗日乘数更新步长 μ 等参数的设

置。研究表明，这些参数的选择策略直接影响算法能否跳出局部

最优并稳定收敛 [10]。

步 骤2： 计 算 当 前 变 换 参 数 kT 对 应 的 拉 格 朗 日 函 数 值

( ),k kL T λ ，并计算 L 对 T 的梯度 ( ),T k kL T λ▽ 。

步骤3：根据梯度下降法更新变换参数： ( )1 ,k k T k kT T L Tη λ+ = − ⋅▽ 。

步 骤4： 更 新 拉 格 朗 日 乘 数： 对 于 等 式 约 束 的 1λ ， 根 据

( )1 1kg T + 更新， ( )1
1 1 1 1
k k

kg Tλ λ µ+
+= + ⋅ （ µ 为更新步长）；对于不

等 式 约 束 的 ( 2,3, 4)i iλ = ， 根 据 KKT 互 补 松 弛 条 件 更

新， ( )( )1
1max 0,k k

i i i kg Tλ λ µ+
+= + ⋅ 。

步骤5：判断是否满足收敛条件：若 1k kT T ε+ − < | 或迭代次

数 1k N+ ≥ ，则停止迭代，输出最优变换参数 1kT T∗
+= ；否则，令

1k k= + ，返回步骤2。

步骤6：根据最优变换参数 T ∗ ，对浮动图像进行重采样与插

值，得到配准后的图像。

求解过程中，通过调节学习率η 和更新步长 µ ，可平衡收敛

速度与求解精度。为避免陷入局部最优解，可采用多次初始化不

同初始值的方式，选择最优迭代结果作为最终变换参数。

三、应用特性分析

（1）约束的灵活性与可扩展性：拉格朗日乘数法框架允许以

加性形式集成多种约束，如几何变换约束、平滑约束、灰度一致

性约束和特征匹配约束可纳入一个拉格朗日函数。这使得模型能

依具体场景增删或修改约束条件，灵活性高。

（2）精度与合理性的平衡机制：拉格朗日乘数 iλ 是“权衡调

节器”，其大小反映对应约束在优化中的“严格程度”或“重要

性”。迭代求解时，若某约束被严重违反 ( ( )ig x 较大），其对应

iλ 乘数增大，在梯度下降方向强化该约束贡献，实现配准精度与

结果物理合理性的自动平衡。

（3）提供理论可解释的优化路径：与端到端黑箱深度学习配

准方法相比，该模型理论可解释性强。优化遵循 KKT 条件，迭代

更新方向可分解为目标函数梯度与各约束函数梯度的线性组合，

权重是拉格朗日乘数。这为分析算法行为、调试参数及理解最终

结果为何满足某些特性提供了数学依据，其有效性已在多种图像

配准场景中得到验证，例如，有研究将超图约束与改进的归一化

互相关方法相结合，用于提升配准精度和算法适应能力 [10]。

综上，拉格朗日乘数法为多约束图像配准提供数学建模基

础，其衍生的灵活性、平衡性、正则化能力、可解释性及算法兼

容性等特性，使其成为处理复杂配准任务的强大实用工具。
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