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一、拉格朗日中值定理及几何意义

在同济第八版的高等数学教材中，学生学习的第一个中值定

理即罗尔中值定理，定理要求函数 ( )y f x= 满足三个条件，分别

是 [4]：（1）在闭区间 [ , ]a b 上连续；（2）在开区间 ( , )a b 内可导；
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摘   要 ：  本文介绍一种微积分教学方法，引导学生从熟悉的罗尔中值定理出发，借助 GeoGebra 软件的动态图形功能，通过直

观的几何操作（如旋转函数图像），自主观察条件变化时结论的演变，从而自然地发现并理解拉格朗日中值定理。该

方法强调直观探索与互动，使抽象的定理变得具体，帮助学生主动建构知识。
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（3）在区间端点处的函数值相等，即 ( ) ( )f a f b= ，满足条件既有

结论：在 ( , )a b 内至少有一点 ξ ，使得 ( ) 0f ξ′ = . 罗尔定理的几何

意义是：如果端点纵坐标相等的连续曲线，除端点外存在不与 x

轴垂直的切线，那么该曲线至少存在一个最高点或最低点，使该

点处的切线平行于 x 轴（图1）。

引言

微分中值定理，作为高等数学中的核心内容之一，占据着举足轻重的地位。它不仅是连接导数与函数值之间关系的桥梁，更是研究

函数性质、证明不等式及求解实际问题的重要工具，具有广泛而深远的影响。作为微积分学的重要理论基础，微分中值定理主要包括罗

尔定理、拉格朗日中值定理和柯西中值定理，它们共同揭示了函数在某区间内的平均变化率与某点处瞬时变化率（即导数）之间的关

系 [1,2 ]。在理论上，微分中值定理为函数的局部性质与整体性质之间建立了深刻的联系，使得通过导数来研究函数的单调性、凹凸性、

极值及最值成为可能。它不仅为理解更复杂的中值定理，如泰勒公式和洛必达法则等提供了理论基础，而且对于深入理解高等数学体系

具有重要意义。此外，它在实变函数、微分方程等领域中也发挥着关键作用。在实际应用中，它广泛应用于物理、工程、经济学等多个

领域，帮助科学家们通过局部测量来推断全局特性，解决实际问题中的优化与控制问题。总之，微分中值定理在高等数学中的地位和作

用不可低估。它既是微积分学的重要理论基础，也为其他数学分支提供了有力工具。在培养数学思维、提高分析和解决问题的能力等方

面，微分中值定理发挥着至关重要的作用 [3]。
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图1 罗尔中值定理几何意义

在罗尔定理的基础上，放宽条件就得到拉格朗日中值定理，

即如果函数 ( )y f x= 满足：（1）在闭区间 [ , ]a b 上连续；（2）在

开区间 ( , )a b 内可导；那么在开区间 ( , )a b 内至少存在一点 ξ

( )a bξ< < ， 使 等 式 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b aξ′− = − 成 立 . 将 结 论

( ) ( ) ( )( )f b f a f b aξ′− = − 改 写 成
( ) ( ) ( )f b f a f

b a
ξ− ′=

−
， 可 以 发 现

( ) ( )f b f a
b a
−
−

为弦 AB 的斜率，而 ( )f ξ′ 为曲线在点 C 处的切线的

斜率 . 因此拉格朗日中值定理的几何意义是：如果连续曲线

( )y f x= 的弧 AB 除端点外处处具有不垂直于 x 轴的切线，那么这

弧上至少存在一点 C ， 使曲线在 C 点处的切线平行于弦 AB

（图2）。

图2 拉格朗日中值定理的几何意义

从图1可以看出，在罗尔定理中，由于 ( ) ( )f a f b= ，弦 AB

是平行于 x 轴的，因此点 C 处的切线实际上也平行于弦 AB 。由

此可见，罗尔定理是拉格朗日中值定理的特例，而拉格朗日中值

定理是罗尔定理的推广，为此教学过程中，可以利用罗尔中值定

理引导学生得到拉格朗日中值定理的条件及结论 [5]。

二、拉格朗日中值定理的探究式教学与 GeoGebra

软件结合的策略

探究式教学是一种以学生为中心的教学模式，它侧重于通过

引导学生主动探索、发现问题、分析问题并解决问题的过程来学

习和掌握知识。这种教学模式的目标是培养学生的自主学习能

力、批判性思维和创新能力，让学生在解决实际问题的过程中深

化对知识的理解和应用。在拉格朗日中值定理的探究式教学设计

中，我们可以从罗尔中值定理出发，设计一系列引导性问题 [6,7]。

罗尔中值定理中的“函数在区间两端取值相等”的条件非常特

殊，这限制了罗尔定理的应用范围。因此，我们可以引导学生探

究，如果放宽罗尔定理的条件，去掉这一限制，而保留函数在闭

区间上连续、在开区间上可导的条件，会发生什么变化？在这个

新的情况下，我们还能否找到一个特定的点，使得该点的导数具

有某种特殊性质？通过这些问题，激发学生的好奇心和探究欲。

最后，引导学生使用 GeoGebra 软件，选择一个满足罗尔条件的

函数，并尝试通过旋转图形来“创造”新的条件与结论。学生可

以直观地观察到满足罗尔中值定理条件的函数在给定的区间上进

行旋转，从而使端点函数值不等时，连接函数曲线端点 AB 的弦

与 C 点切线的关系。这样的互动体验能够增强学生的直观理解，

帮助他们更深刻地领悟拉格朗日中值定理的几何意义。其中使用

GeoGebra 的动态图形演示功能的设计步骤如下 [8]：

步骤 1：定义一个满足罗尔中值定理的条件的函数，例如，定

义一个在 [ ]0,4π 上函数 ( ) 4sin
2
xf x  =  

 
，显然满足罗尔中值定理

的条件。

步骤 2：绘制曲线上某点 C 的切线，这个切线的斜率为0，

即 ( ) 0f ξ′ = 。

步 骤 3： 创 建 滑 动 条 α ， 控 制 曲 线 ( ) 4sin
2
xf x  =  

 
旋 转

角度。

步骤4：曲线 ( ) 4sin
2
xf x  =  

 
绕其中一个端点 ( )( )0 0f， 逆时

针旋转α 度使曲线端点处函数值不再相等，为展现曲线上某点的

切线与连接曲线端点的弦的平行关系，需要计算曲线上 C 点坐标

( ),x y 逆时针旋转α 度后对应的 1C 坐标为 ( )1 1,x y ，为此可设曲线

上 点 坐 标 ( ),x y 对 应 向 量 为
x

OP
y

 
=  
 



， 与 x 轴 的 夹 角 为 θ ，

OP r=


，将向量
x

OP
y

 
=  
 



逆时针旋转α 度，得到向量 1
1

1

=
x

OP
y

 
 
 



，如图3。

图3 旋转变换

此时
( )
( )

1

1

cos +
sin +

x r
y r

θ α
θ α

=
 =

，

即 1

1

= cos cos sin sin cos sin
sin cos cos sin sin cos

x r r x y
y r r x y

α θ α θ α α
α θ α θ α α

− = −
 = + = +

于是 1

1

cos sin ,
sin cos .

x x y
y x y

α α
α α

= −
 = +
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步骤5：绘制过点 1C 的切线和旋转后连接曲线端点的弦

步骤6：动态演示。当滑动条的值改变时， 通过旋转操作，

引导学生基于观察与讨论，直观感受从罗尔到拉格朗日的过渡，

探索拉格朗日中值定理的形成过程。

通过这场从罗尔到拉格朗日的几何旋转之旅，我们不仅让学

生们亲身体验了数学定理的发现过程，还激发了他们对微积分世

界的浓厚兴趣与探索欲。GeoGebra 的动态展示更是为这一过程增

添了无限的乐趣与可能，让数学学习变得更加生动、直观。

三、用 GeoGebra 动态展示详细制作过程

1）启动 GeoGebra 软件，分别打开绘图区、代数区。

2）英文状态下，在指令栏中 输入：f(x) = 如果

(0 ≤ x ≤ 4π, 4sin(x / 2))

说明：绘制一个在 [ ]0,4π 满足罗尔中值定理的条件的函

数 ( ) 4sin
2
xf x  =  

 
。

3）英文状态下，在指令栏中 输入：A=(0, f(0))

说明：绘制曲线上左端点 A。

4） 英文状态下， 在指令栏中 输入：B=(4π, 

f(4π))

说明：绘制曲线上左端点 B。

5） 英文状态下， 在指令栏中 输入：C= (π, 

f(π))

说明：绘制曲线点 C。

6）英文状态下，在指令栏中 输入：D= (3π, 

f(3π))

说明：绘制曲线点 D。

7）点击工具栏上的垂线按钮 , 下拉选择切线按钮（图

4），然后在绘图区中分别单击曲线上点 C 及曲线、D 和曲线，绘

制过 C、D 的切线。（图5）。

说明：绘制罗尔中值定理的几何图形。

图4 切线工具

图 5 罗尔中值定理的几何意义

8）点击工具栏上的 , 在绘图区建立滑动条 α , 在出现的

滑动条属性框中（图6）修改属性。说明：用于控制旋转角度，这

里根据需要设置角度最大值为20度。

图6 旋转角度滑动条的属性

9）点击工具栏上的轴对称按钮 , 下拉选择旋转按钮（图

7），然后在绘图区中分别单击曲线和旋转中心 A，并输入旋转角

度 a 。

图7 旋转工具

说明：使曲线绕左端点 A 旋转

10）英文状态下，在指令栏中 输入：C_1=(π 

cos(α) - 4sin(α), π sin(α) + 4cos(α))

说明：绘制曲线上点 C 旋转角度 a 后的对应点 1C 。

11）英文状态下，在指令栏中 输入：D_1=(3π 

cos(α) + 4sin(α), 3π sin(α) - 4cos(α))

说明：绘制曲线上点 D 旋转角度 a 后的对应点 1D 。

12）英文状态下，在指令栏中 输入：B_1=(4π 

cos(α) - 4sin(α), π sin(α) + 4cos(α))

说明：绘制曲线上点 B 旋转角度 a 后的对应点 1B 。

13） 英 文 状 态 下， 在 指 令 栏 中 输 入： 线 段

(A,B_1) 
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说明：绘制旋转后连接曲线上两个端点 A 和 1B 的线段。

14） 英 文 状 态 下， 在 指 令 栏 中 输 入： 线 段

(A,B_1) 

说明：绘制旋转后连接曲线上两个端点 A 和 1B 的线段。

15）点击工具栏上的垂线按钮 , 下拉选择平行线按钮，然后

在绘图区中分别单击曲线上点 1C 及线段 A 1B 、 1D 和线段 A 1B ，

绘制过 1C 、 1D 与线段 A 1B 平行的直线（图8）。

说明：绘制旋转后的切线。

图8 拉格朗日中值定理的几何意义

完成以上设置，通过使用滑动条来动态调整旋转角度，我们

可以观察到随着 a 的变化，图形的旋转以及曲线上过点 1C 、 1D 的

切线与线段 A 1B 平行的关系，从而加深对拉格朗日中值定理的

理解。

四、总结

高等数学因其高度的抽象性和复杂性，常常成为学生面前的

一道难关，挑战着他们的学习毅力。为此，引入探究式教学模式

成为了一剂良药，它鼓励学生主动质疑、自主探索，这一转变极

大地激发了学生们的好奇心与求知的渴望，有效提升了他们的学

习动力。特别地，当探究式教学与 GeoGebra 软件相结合，应用

于拉格朗日中值定理的教学中时，其效果尤为显著。该模式旨在

通过增强学生的互动性和实践操作，引导他们深入探索定理的精

髓与外延。GeoGebra 的直观图形演示与动态模拟功能，为学生们

呈现了一个生动形象的数学世界，使他们能够在观察与操作中亲

身体验定理的奥秘，从而更加深刻地理解其内涵，并在此过程中

激发浓厚的学习兴趣和不懈的探究精神。通过这种新颖的教学模

式，学生们不仅能够熟练掌握拉格朗日中值定理，并灵活运用其

解决实际问题，更重要的是，他们的数学思维能力、问题解决策

略以及自主学习能力均得到了显著提升。这些宝贵的素养不仅为

他们后续深入学习数学专业知识提供了坚实支撑，也为他们在其

他学科及未来职业生涯中的成长与发展奠定了坚实的基础。

综上所述，GeoGebra 在高等数学教学中的创新应用，不仅是

对传统教学模式的有效补充与拓展，更是推动数学教育向更加直

观、高效、互动方向迈进的强大动力。它极大地促进了学生数学

思维的深度发展，激发了他们的探索精神与创新潜能，为学生的

全面发展与未来成功铺设了宽广的道路。


