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摘   要 ：  弹性力学作为工科领域的最重要的专业基础课程之一，在后续专业课程的学习过程起到十分关键的作用。但由于弹性

力学理论与原理过于晦涩与抽象，导致学生在学习的过程中缺乏学习积极性。本文以弹性力学中平衡微分方程的教学

为例，在数学推导过程中引入应力的物理意义，通过物理意义在理论教学过程中的穿插，使推导过程变得形象生动。

该教学方法可应用于高等院校相关专业（如矿业工程、土木工程、机械工程等）的教育教学实践中，并在实践中不断

检验、校准。相关的教学经验可为同类型的力学类课程的建设与改革提供借鉴与参考。
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A b s t r a c t  :   As one of the most important professional basic courses in the field of engineering, elastic mechanics 

plays a key role in the learning process of subsequent professional courses. However, because the 

theory and principle of elastic mechanics are too obscure and abstract, students lack enthusiasm for 

learning in the process of learning. Taking the teaching of equilibrium differential equations in elastic 

mechanics as an example, this paper introduces the physical meaning of stress in the process of 

mathematical derivation. Through the interpenetration of physical meaning in the process of theoretical 

teaching, the derivation process becomes vivid. This teaching method can be applied to the education 

and teaching practice of related majors ( such as mining engineering, civil engineering, mechanical 

engineering, etc. ) in colleges and universities, and is constantly tested and calibrated in practice. The 

relevant teaching experience can provide reference for the construction and reform of the same type 

of mechanics courses.
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引言

弹性力学作为力学板块重要的组成部分，是矿业、土木、航天、机械等工科学科的专业基础课程 [1-3]，熟练掌握并应用弹性力学的

基本理论对工科类学生的学习与工作至关重要 [4,5]。但传统的弹性力学课本往往偏重数学公式的推导与应用而忽略了物理意义的讲授，且

弹性力学理论与原理又相对抽象与晦涩 [6-8]。这导致学生在弹性力学课程的学习过程中缺乏兴趣与主动性。

平衡微分方程是研究弹性力学问题的重要基础，在弹性力学教学中占据核心地位。为此，本文以弹性力学中的平衡微分方程讲授为

例提出了一种新的教学方式 —— 从力学的物理意义出发，平衡教学过程中的数学技巧与物理内涵，以直角坐标系下平衡微分方程的教

学为例，梳理平衡微分方程推导过程中物理内涵，旨在使学生更轻松的理解抽象的方程推导过程。并以贵州理工学院采矿231班和采矿

232班为教学对象，验证该方法对学习效率的提升效果。
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一、应力下标的物理意义

平衡微分方程在弹性力学的教学中占据了重要的位置 [9,10]。

在介绍平衡微分方程的过程中，大多数教材都是从剪切应力互

等出发， 利用切应力 τxy=τyx 这个等量关系， 在推导过程

中 不 再 区 分 τxy 和 τyx。 这 一 数 学 操 作 虽 然 在 一 定 程 度 上

简化了平衡微分方程的推导过程，但淡化了切应力下标所表达

的物理意义， 使得初学者在接触平衡微分方程的过程中难以

把握方程的内在物理逻辑。此外， 淡化切应力下标阻碍了学

生理解和区分坐标面上的应力， 易导致学生混淆不同坐标面

上的切应力， 不利于课程后续的如极坐标下平衡微分方程的

学习。

在弹性力学中，应力的第一个下标表示坐标面法向向量的

方向，如在直角坐标系中，第一个下标为 x，则表示应力所在面

的法向方向与 x 轴同向 [11,12]。应力的第二个下标表示应力的指

向，若第二下标为 y，则表示应力的指向方向与 y 轴方向一致。

若采用切应力互等定理模糊切应力下标的物理意义，将导致初

学者在绘制平面上的应力混淆 x 面上指向 y 方向上的力和 y 面

上指向 x 方向上的力。因此在，在讲解平衡微分方程乃至整个

弹性力学的教学过程中，明确切应力下标的物理意义是十分有必

要的。

在明确应力下标的物理意义后，可采用数学中排列组合的原

理对应力的书写过程进行讲授。以三维直角坐标为例，在确定应

力的第一个下标，有 x，y 和 z 三个法向量可进行选择，因此应力

的第一个下标可分别为 x，y 和 z，分别表示作用在 x，y 和 z 面

上的应力。同理，在确定完第一个下标后，应力的第二个下标仍

然有 x，y 和 z 三个指向可进行选择，故而应力的第二个下标同样

可为 x，y 和 z。即将 x，y 和 z 分别填入两个下标中进行排列组

合，具体书写过程如（1）式。

x x x xx xy xz
y y y yx yy yz
z z z zx zy zz

σ σ σ
 
 − → − − →  
  

 （1）

式中：σ- 正应力；x，y 和 z 为应力下标。

书写完毕后，可将下标不一致的 σ 改为 τ，τ 为切应力。

以 yoz 面上的应力为例，该面的法向量为 x，因此应力的第一个下

标为 x。对于第二个下标，可分别填入 x，y 和 z，表明这个面上

有三个分别沿着 x，y 和 z 轴方向的应力。下标相同的应力为正应

力，下标不相同的力为切应力。

二、直角坐标系下平衡微分方程的推导过程

对于三维直角坐标系下平衡微分方程的推导过程，传统的教

材中常采用先绘制正六面体上的应力，再根据对应面上的应力方

向建立相应方向的平衡方程。上述推导过程虽然相对直观，但在

平面上绘制三维正六面体上的18个应力如图1所示，难免会使

得版面略显繁杂，使初学者在推导过程中易遗漏某一平面上的

应力。

图1 正六面体上的应力

若采用应力的物理意义对平衡微分方程进行推导，则完全可

以规避在推导过程中遗漏某一应力的风险。以 x 轴方向上的平衡

微分方程推导为例，采用应力的物理意义对方程进行推导，具体

过程如下：

1. 确定靠近坐标面 x 轴方向上的应力

利用应力下标的物理意义，指向 x 轴方向的应力第二个下标

为 x，因此，只需要确定应力的第一个下标。由于考虑的是三维空

间中的受力平衡，因此应力的第一个下标可以为 x，y 和 z。故而

靠近坐标面上指向 x 轴方向上的应力为：

, ,xx yx zxσ τ τ

2. 确定靠近坐标面 x 轴方向上的力

根据应力第一个下标的物理意义，x 为应力作用面的法向方

向，因此该面的面积应为 dydz，同理可获得其他两应力作用面的

面积。故而靠近坐标面 x 轴方向上的力为：

, ,xx yx zxdydz dxdz dxdyσ τ τ

3. 确定远离坐标面 x 轴方向上的应力

以 σxx 为例，利用应力下标第一个下标的物理意义可知，在

σxx 由靠近坐标的面上移至远离坐标的面上时，x 轴的坐标增加

了 dx，而 y 和 z 的坐标不变，故而远离坐标面上的正应力为：

xx
xx dx

x
σσ ∂

+
∂

同理可得远离坐标面 x 轴方向上的另外两个应力为：

,yx zx
yx zxdy dy

y z
τ ττ τ
∂ ∂

+ +
∂ ∂

4. 确定远离坐标面 x 轴方向上的力

根据步骤2的分析，同理可得远离坐标面 x 轴方向上的力为：

( ) , ( ) , ( )yxxx zx
xx yx zxdx dydz dy dxdz dy dxdy

x y z
τσ τσ τ τ
∂∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂

为 x 轴方向上的力添上正、负号（指向 x 轴增加的方向为正）

并考虑体力可得：

( ) ( ) ( )

0

yxxx zx
xx yx zx

xx yx zx x

dx dydz dy dxdz dy dxdy
x y z

dydz dxdz dxdy f dxdydz

τσ τσ τ τ

σ τ τ

∂∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂ ∂
− − − + =

 （2）

式中：fx 为单位质量的体积力。

合并同类项可得：

0yxxx zx
xfx y x

τσ τ∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
 （3）
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同理可得到 y 和 z 方向上的平衡微分方程。

三、直角坐标系下平衡微分方程的记忆方法

多数初学者在记忆平衡微分方程的过程中常存在困难，若采

用应力的物理意义结合数学中排列组合原理对平衡微分方程进行

记忆，那么所有的困难都将迎刃而解。以 x 轴方向的三维直角坐

标平衡微分方程为例，可按如下步骤对平衡微分方程进行记忆与

书写 :

1. 确定应力个数及方向

首先明确研究对象为几维（2维或3维）的平衡微分方程，研

究的维数数决定了平衡微分方程中应力的个数。其次确定平衡微

分方程中应力所在方向，以 x 轴方向为例，则应力的第二个下标

和体力的下标为 x，写成方程如下式：

0x x x xfσ σ σ− − −+ + + =  （4）

2. 确定应力第一个下标

结合数学中的排列组合原理，研究三维问题时，应力的第一

个下标可分别 x，y 和 z。将 x，y 和 z 填入（4）式中横线位置处，

并将下标不相同的 σ 改写为 τ 可得 :

0xx yx zx xfσ τ τ+ + + =  （5）

3. 添加偏导符号

（5）式中应力的第一个下标表示作用面的法向方向，亦即

由于作用面改变应力坐标的增量方向。而平衡微分方程中的偏导
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项正是由于应力坐标的增加而产生作用项，因此，应力的任一方

向坐标产生了增量，则偏导数将出现在该平衡微分方程中对应的

向。即平衡微分方程中的应力将对第一个下标进行求偏导，由此

对（5）式进行改写，将得到 x 轴方向的平衡微分方程：

0yxxx zx
xfx y x

τσ τ∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
同理，可写出 y 和 z 方向上的平衡微分方程。

四、结束语

本文从《弹性力学》中平衡微分方程的教学过程出发，提出

物理意义与数学推导并重的教学方法，并将该方法运用于弹性力

学课程的教学中。贵州理工学院采矿231和采矿232班教学实践表

明，通过引入应力下标的物理意义，可提升学生对平衡微分方程

的掌握程度，有利于应用平衡微分方程解决弹性力学问题能力的

培养。工科中存在着大量与数学结合十分密切的力学课程，如：

《工程力学》、《工程流体力学》和《结构力学》等课程。通过物

理意义的引入与穿插，平衡教学过程中纯数学推导的占比，可有

效提升学生对课程的学习效率和掌握程度，激发学生对课程的学

习兴趣，强化力学课程的育人效果。


