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摘      要  ：  �本文提出使用C0连续的非协调虚拟元方法求解二维的Cahn-Hillard 方程 . 该虚拟元方法降低了经典虚拟元方法对连续

性的要求 . 本文利用自由度生成三种投影算子，再利用投影算子建立半离散格式，最后对生成的半离散格式进行误差

估计。
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Abstract  :  � This paper proposes a continuous C0 uncoordinated virtual element method for solving the two-

dimensional Cahn-Hillard equation. The proposed method reduces the continuity requirements of 

classical virtual element methods. We generate three projection operators using degrees of freedom, 

establish a semi-discrete scheme through these operators, and finally perform error estimation on the 

resulting semi-discrete scheme.
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一、引言

本文考虑二维 Cahn-Hillard 方程 [1]：
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          （1.1）

其中 2RΩ∈ ，边界为 ∂Ω， n 为单位外法向量，时间 0T > ，

自由能 ( ) ( )221: 1
4

x xψ = − ，而 ( ) ( )'x xφ ψ= . 在 1H− 梯度流下，我们考虑

Cahn-Hillard 方程的总能量为：
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其中 Cahn-Hillard 方程是满足总质量守恒 0d udx
dt Ω

=∫ 和总能量

耗散，即

2| | 0 .dE Dw dx
dt

γ
Ω

= − ≤∫
Cahn-Hilliard 方程最初用来描述合金聚合物相分离的演化过

程[2].Cahn-Hilliard方程的虚拟元方法法最早可以追溯到2016年，

Antonietti, P. F. 等人首次提出能够应用在多边形网格上的 1C 连续

的虚拟元方法 [3].2017年，Deng, Q., & Wei, H. 构建 ²H 协调虚拟元

空 间 来 求 解 Cahn-Hilliard 方 程 [4].2018年，Antonietti, P. F. 等

人，引入了化学势作为中间变量，使用 ¹H VEM− 同时离散相场变量

和化学势，降低了计算复杂度，成为后续研究的主流方法 [5].2020

年 Han, D., Wang, X. 将 混 合 VEM 推 广 到 时 间 依 赖 的 Cahn-

Hilliard 方程， 并研究了不同时间离散格式的稳定性 [6]. 同年

Zhang, J., Yang, X. 将 VEM 与后验误差估计和自适应网格加密相

结合，在界面区域自动加密网格，提高了计算效率 [7].2021年 Li, 

Y.，Chen, L. 设计出高阶时间离散和无条件能量稳定的数值格

式 [8].2021年 Wu, S.，Li, M. 将 VEM 扩 展 到 多 物 理 场 耦 合 问

题 [9].2022年 Liu, H.，Gao, F. 考 虑 更 复 杂 的 各 向 异 性 Cahn-

Hilliard 方程，考虑了界面能随方向变化的物理情景 [10].2023年

Wang, K.，He, X. 研究 VEM 离散后产生的大规模线性系统的高

效求解器，为实现大规模计算提供基础 [11].

本文使用 0C 连续的非协调虚拟元方法求解 Cahn-Hillard 方

程 [12]. 具体是对原始形函数空间进行扩大，在对放大后的空间进行

限制，使修正后的虚拟元函数空间与原始的形函数空间具有相同

的自由度 . 利用虚拟元函数空间和自由度生成的三种投影算子，再

对该离散格式进行误差估计 .

二、变分问题和基本公式表达

（一）变分问题

定义空间 ( ){ }2 ; 0nV Hν ν= ∈ Ω ∂ = ，

然后 (1.1) 相应的变分问题为：找到u V∈ ，满足
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（二）基本公式表达

记 hT 是空间Ω的剖分，其中 Kh 是多边形 hK T∈ 的直径， hε 是

所有边的集合，定义内积 ( ) ,
, ( , )

h

s s
h h h h Ks h

K T

w D D wν ν
∈

= ∑ ，定义不连续的

范 数 2 2
, ,
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h s h h s K
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ν ν
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= ∑∣ ∣ ∣ ∣ . 定 义 跳 跃 算 子 [ ]w ， 在 内 部 边
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w w w+ −= − ，在边界边[ ] |ew w= .

a b 代表 a Cb≤ .

对 于 整 数 0l ≥ ， 1d ≥ ， s
lM 代 表 标 度 单 项 式 集，
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β
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 ，其中 ( )1, , dβ β β=  为 d 重指标， 1 dβ β β= + +∣∣

和 1
1

d
dx x xβββ =  .

三、虚拟元离散

定义局部空间 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
4 2{ ; , | , | , }K

h l e l e lV H K P K P e P e e Kν ν ν ν− −= ∈ ∆ ∈ ∈ ∆ ∈ ∀ ∈∂ ，

此时 ( ) ( ) { }1 2 0P K P K− −= = ，对于局部空间 K
hV ，定义自由度如下：

                          （3.1）

                （3.2）

               （3.3）
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扩大 K
hV ，将扩大空间记为

K

hV


，

扩大空间 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2{ ; , | , | , }
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h l e l e lV H K P K P e P e e Kν ν ν ν− −= ∈ ∆ ∈ ∈ ∆ ∈ ∀ ∈∂
 ，定义自由

度如下：
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接着限制
K

hV
 到 K

kW ，使 K
hW 与 K

hV 有相同的维数，
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其 中 ( ) ( )2 4/l lP K P K− − 是 ( )2lP K− 的 子 集， 包 含 于 ( )2L K 正 交 于

( )4lP K− ， K
hW 的自由度与 K

hV 相同 .

假设 0H ：对于每个单元 hK T∈ ，存在正常数 r ，使

•K 的最短边与直径 Kh 之比大于 r .

•每个单元 hK T∈ 相对于半径≥ rhκ 的球是星形的 .

定 义3.1对 于
K
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我 们 定 义 投 影 算 子 ( ):
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其 中 ( )1
ia

n
ψ ψ= ， ( 1, 2, , )ia i n=  为 K 的 顶 点， 对 于

( )lP Kν∀ ∈ ，有 kπ ν ν∆ = 。

定义3.2对于 k
h hv V∈  我们定义投影 0
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，
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全局虚拟元空间为：

( ) ( )1
2; | , , 0, ,K

h K h h l h
ee

wW w H w W K T q ds q P e e
n

ε−

  ∂ = ∈ Ω ∈ ∀ ∈ = ∀ ∈ ∀ ∈  ∂   
∫ ，

其中， ( )2
0hW H⊄ Ω 但是 hW 是 0C 连续 .

定义3.3定义投影算子子 ( ):K K K
h l hW P K Wπ → ⊆▽ ，解 kπ▽，
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定理3.1假设满足定义3.2，有以下结果成立：

•对于 ( ) ( ) ( )2
0 1 2, , ,K K K K K K K
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K p pπ = ，
K p Dpπ =▽ ， Kπ∆  p= 2D p ，

( )lp P K∀ ∈ .

定理3.2 2 ( )L K 投影的性质 [13]：满足网格假设 0H ，对于 0l ≥ 和

( )mw H K∀ ∈ ，并且1 1m l≤ ≤ + ， ,,
K m s

l K m Ks Kw P w h w−− ≤ 成立，

对于 0,1,2s = 和 s m≤ ，每个 e 边被 , hK K T+ − ∈ 所共用， ( )mw H K K+ −∀ ∈ ∪  
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四、误差分析和半离散格式

（一）半离散格式

定义4.1对于 , ,h h h hv w z W∈ ，定义以下离散格式 :
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故半离散问题为找到 ( ), hu t W⋅ ∈ ，满足
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其中 ( ) ,0,0 h hu u W⋅ = ∈ ， ,0hu 是 0u 的近似 .

引理4.1一致性和稳定性：
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稳定性：存在正常数
* *

* *, , ,a a µ µ ，且独立于 ,h ε ，则有
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引理4.2[14] 满足网格假设 0H ，对于 ( )mw H K∀ ∈  ， 0,1, 2s = ，

1s m l≤ ≤ + ，以下估计成立：
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m s
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引理4.3对于 ( )2w H K∀ ∈ ， *w 是最低阶 1H 协调虚拟元空间的

元素，以下估计成立：
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4.2误差分析

引 理4.4对 于 问 题 (2.1) 的 解 ( )1l
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同理，第二部分为：
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运 用 了 定 理3.2、Cauchy-Schwarz 不 等 式、 hW 的 性 质，

得到
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证毕 .

引入一个椭圆投影 hPν ∈ hW ， ( )4Hν ∈ Ω ， 即

( ) ( )( )( )2 2, , ,h h h h h hb P u Wν ψ ε ν φ ν αν ψ ψ′= ∆ − ⋅ + ∀ ∈▽▽ .     (4.2)

此时定义双线性型

( ) ( ) ( ) ( )2, : , ; , , 0h h h h h h h h h h hb v w a u v d u u v u vε α= + + =       (4.3)

再引入

     (4.4)

此时定义双线性

( ) ( ) ( ) ( )2, : , ; , , 0b w a w d u u wν ε ν ν α ν= + + = , , w Vν ∈     (4.5).

在文献 [15] 中有下列结论成立，对于 ( )3z H∈ Ω 是 (4.4) 的解，

成立

3, 1,h hz C u P uΩ Ω −

引理4.5假设 ( ) ( )4 1lu H H +∈ Ω Ω∩ 是问题 (2.1) 的解， 有下式子
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l
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证明：(4.7) 在 [16定理5.7] 中已经证明 .

令 hu P uρ = − ，则 ( ) ( ) ( ) ( )2
1, , ,h h hL L b z b zρ ρ ρ ρ ρ= = − +   .

又 由 于 引 理4.6知 ( ) 1,, l
h hb z h u P uρ − ， 故 只 用 估

计 ( ) ( ),hL b zρ ρ− .

用 [15(5.6)] 知 , ( ) ( ) ( ) ( )2 * * * *, ; , , hz d u z z Lε ρ ρ α ρ ρ− ∆ + + =▽▽

 有下式成立：
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∈ ∂

= − ∆ + ∆ −∂ ∂ + ∂ ∂∑ ∫▽▽ .

得到 ( ) ( )( ) ( ) ( )* 2 * * *, , , ,hL z d u z zρ ρ ε ρ ρ ρ ρ α ρ ρ− + ∆ − + − + −▽▽

( )( ) ( )( )( )2
1 2 3 4 5:

h

s n ns s
K T K

z z z ds I I I I Iρ ρ
∈ ∂

− ∆ −∂ ∂ + ∂ ∂ = + + + −∑ ∫ .

运用 (4.4)，Cauchy-Schwarz 不等式，(4.6)，(4.7) 得到

( ) ( ) ( )* * * *
1 1, 1,

1, 2, 1,
.

h h

h K K
K T K TK

l
h h hh h h

I L dx

u P u h u P u h u P u

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
∈ ∈

≤ − ≤ ⋅ − + ⋅ − ≤ −

− − −

∑ ∑∫∣ ∣ ▽▽

 
.

同理得到，

( )( )2 *
2 3, 2, 1,

, l
h hh h

I z z h u P u h u P uε ρ ρ
Ω

≤ − ∆ − − −▽▽   .

( ) ( ) ( )* *
3 3, 2, 1,

; , l
h h h

I d u z u z z h u P u h u Phuρ ρ φ ρ ρ
Ω

≤ − ≤ − −′ −∣ ∣∣ ▽▽∣  

( ) ( )* *
4 3, 2, 1,

, l
h hh h

I z z z h u P u h u P uα ρ ρ ρ ρ
Ω

≤ − ≤ − − −∣ ∣∣ ∣  .

5I 由引理4.4的证明过程可知， 5 1,
l

h h
I h u P u− .
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故得 1,
l

h hu P u h−  .

由 (4.3)知， ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2, : , ; , ,h h h h h h h h h h ht t t t
b P u w a P u w d u P u w P u wε α= + + .

对 ( ); ,h h hd u P u w 求导带入上式，可得

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2, , ; ,

, ,

h h h h h h h h ht t

K K
t h h h t h

db P u w a P u w d u P u w
dt

u u P u w P u w

ε

φ π π α

= +

− ′ +′
▽▽

( ) ( )( ), ,K K
h h h t h h

d b P u w u u P u w
dt

φ π π′= − ′
▽▽ .

又由公式 (4.2) 可得，

.

利用 ( ),N u w 的定义，格林公式得到：

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )2, , , , ; , ,h h h t h t h t h h t h t h
d b P u w a u w N u w u u u w d u u w u w
dt

ε φ α= − − ⋅ + +′′▽▽

.

( )( ),h h ht
b P u w = .

而

( ) ( ) ( ) ( )2

2,
( ) ( ( ) , )h t h t h h t h t h t h th

P u P u b P u P u P u P u− − −

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) (( ) , )h h t h t h t h h t h t h tb P u P u P u b P u P u P u= − − −

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ), ,K K
t h h t h t h t ht t

u u P u P u P u u u u P u P uφ π π φ′′ ′= − − −′
▽▽ ▽▽

( )
2,

( )l
h t h t h

h P u P u− .

故得到， ( )
2,

( ) l
h t h t h

P u P u h−  .

又有，

( ) ( ) 1
2, 2, 2,

( ) ( ) .l
t h t t h t h t h th h h

u P u u P u P u P u h −− ≤ − + − 

由引理4.6知
1,, l

h h hb z u P u h u P u − − 
 



 .

可得， ( ) ( ) ( )2

1, 1,
, l

t h t h t ht t th h
b z u P u u P u h u P u − = − − 
 



 .

得到， ( ) 1,
l

t h t h
u P u h−  .

引 理4.6假 设 ( ) ( )4 1lu H H +∈ Ω Ω∩ 是 问 题 (2.1) 的 解， 对

( )3z H∈ Ω ，下式成立

( ) 1,, l
h h hb z u P u h u P u− − .

引 理4.7假 设 ( ) ( )4 1lu H H +∈ Ω Ω∩ 是 问 题 (2.1) 的 解，

h hWη∀ ∈ ，下式成立

.

引理4.8假设 ,h h hw z W∀ ∈ ，| 成立 ( ) 1, 2,|
h

n h h h h h h
K T K

z w ds h w z
∈ ∂

∂∑ ∫ ∣ ∣∣ ∣ .

证明：| ( ) { }[ ] [ ]{ }( ) 1 2|
h h

n h h n h h n h h
K T eK e

z w ds z w z w ds B B
ε∈ ∈∂

∂ = ∂ + ∂ ≤ +∑ ∑∫ ∫

{ }[ ]1 0
h

n h h
e E e

B z w ds
∈

= ∂ =∑∫
[ ]{ } { } { }( ) [ ] [ ]( )

{ } { } [ ] [ ]

2 2 0

1 1
2 2

2 0 1, 1,0, 0,

1, 2,

(

.

h h

h

e e
n h h h l h n h n h

e E ee e

e e
h l h n h n h h h n h he e

e

h h h h

B z w ds w P w z P z ds

w P w z P z h w h z

h w z

ε

ε

−
∈ ∈

−
∈

= ∂ ≤ − ∂ − ∂

≤ − ∂ − ∂ ∂

∑ ∑∫ ∫

∑

∣ ∣

∣ ∣ ∣ ∣ ∣

∣ ∣∣ ∣





故成立   ( ) 1, 2,|
h

n h h h h h h
K T K

z w ds h w z
∈ ∂

∂∑ ∫ ∣ ∣∣ ∣

令 ( ) ( )h h h hu u u P u P u u− = − + −
引理4.9假设 ( ) ( )4 1lu H H +∈ Ω Ω∩ ，有下式成立

( ) ( ) ( )0 1, 1,0, 0,
; , ; ,h l

h h h h hh h
d u u d u Phu hπ θ θ θ θ ρ θ− + + +∣ ∣ ∣∣ ∣∣

证明：

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,0,
; , ; ,

h

h h K K K
h h h h h h h KK

K T

d u u d u P u u u u P uπ θ θ φ π π φ π π θ
∈

′ ′− ≤ −∑ ▽▽▽∣ ∣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 00, 0,

h K K h K K
h h h h h hK K

u u u P u u u P uφ π π φ π φ π π π−′ ′ ≤ ′ −▽▽▽▽

( ) ( )( )0 1 2
0,

h K
h h

K
u u P u K Kφ π φ π+ =′− +′

▽ .

( ) ( )'
1 0 1,0,
= |h K

h h h KK
K u u P uφ π π θ−▽ ∣ .

2 0 1, ,0,

h
h h hK

K u u P uπ
∞

− .

0 0 00, 0, 0, 0,

h h h K K K
h h h l h l lK K K K

u u u P u P P u P u P u uπ π π− ≤ − + − + −

( )0 0, 0,0, 0, 0,

h K K l
l l K KK K K

P I P u hπ θ ρ θ ρ≤ + + − ≤ + + .

故 2 0, 0,
,l

K K
K hθ ρ≤ + +

故 ( ) ( ) ( )0 1, 1,0, 0,
; , ; ,h l

h h h h h hh h
d u u d u P u hπ θ θ θ θ ρ θ− + + +∣ ∣ ∣∣ ∣∣ .

定理4.1假设 ( ) ( )4 1lu H H +∈ Ω Ω∩ 是 (2.1) 的解， hu 是 (4.4)

解，对于 [ ]0,t T∈ ，有

0,
l

h h
u u h− ≤ 成立

证明：由 (4.1) 可知，

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

2

2 2

2
0

, ,

, , , ,

, , ; ,

h t h h h

h h h h h h h h h h h ht t

h
h h h h h h h h h ht

m a

m P u a P u m u a u

m P u a P u d u u

θ χ ε θ χ

χ ε χ χ ε χ

χ ε χ π χ

+

= + − +

= + +

.

由 (4.1) 可得，

( )2 ,h h ha P uε χ = ( ) ( ) ( ), ; , ,h h h h h h h hb P u d u P u P uχ χ α χ− −
.

故 ( ) ( )2, ,h t h h hm aθ χ ε θ χ+

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , , ; , ; ,h
h h h t h h h h h h h h ht

m P u u d u P u d u uχ χ α ρ χ χ π χ= − + − + .

根据引理4.1可得，

( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,
h

K
h h h h h h h ht t K

K T

m P u u m P u uι ιχ χ χ χ
∈

− = −∑∣ ∣∣ ∣

( )( ) ( ) ( ), , ,
h

K K K K K K
h h l h l t h k l l t ht K K

K T

m P u P u u P u m P P uι ιχ χ χ
∈

= − − − + +∑∣ ∣

( ) 0, 0,0,0,
h

K K
h l t h t l t ht K KKK

K T

P u P u u P uχ χ
∈

− + −∑ .

利用引理4.5，定理3.2，

可得 ( )( ) ( ) 0,
, , l

h h h t h ht h
m P u u hχ χ χ− ≤∣ .

令 hχ θ= ，

( ) ( )2, ,h t h tm aθ θ ε θ θ+

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , , ; , ; ,h
h h t h h h h ht

m P u u d u P u d u uθ θ α ρ θ θ π θ= − + − + .

根据上式、引理4.9、Young 不等式可得，

( )
( ) ( )

2 22
1,0, 2, 0, 0, 0, 1, 0, 0,

1, 1,0, 0, 0, 0,

1 | |
2

| |

l l
hh h h h h h h h

l l
h hh h h h

h h

h h

θ ε θ θ α ρ θ θ θ θ ρ

α ρ θ θ θ θ ρ

+ + + + + +

+ + + + +∣ ∣





( ) 22 2
1, 0,0, 0, 1,
| .l l l

h hh h h
h h hθ θ θ θ θ+ + + +∣ 
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设
10
2

γ≤ ≤ ,

( )2 2 2 2
1, 1, 2, 0, 1, 2,

2 22 2 2 2 2
2, 1, 2, 2, 1,0, 0,2 2 2 2

h h

h K n h h h h
K T K T K K

h h h h hh h

dx ds C h

h h h hC C

γ

γ γ

θ θ θ θ θθ γ θ θ θ θ

γ θ θ θ θ γ θ θ θ

∈ ∈ ∂

 
= = − ∆ + ∂ + + 

 
 + + + + + + 
 

∑ ∑ ∫ ∫∣∣ ∣∣ ∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣∣

∣∣ ∣∣ ∣∣ ∣∣ ∣∣



 

假设 21/ 2
2

hγ ε+ ≤ ，

2 2 22 2
0, 2, 0,

1
2

l
h h h

hθ ε θ θ+ ≤ + .
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