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矩阵对策的教学设计
白雪洁

河北农业大学理学院，河北 保定  071001

摘      要  ： � 对策论是现代数学的一个新分支，也是运筹学的一个模块。本文探索矩阵对策的教学设计，重点讨论两人有限零和博

弈在纯策略和混合策略下的数学模型和求解方法，并将博弈论与数学规划作对比，以便快速理解矩阵对策的基本概

念，总结矩阵对策的求解流程。进一步，将对策论处理多决策方优化的思想推广，与数学规划的表示形式结合构成双

层规划，探讨其在应急物资配送问题中的应用，以促进学生对博弈论知识的理解和应用。
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Abstract  :  � Countermeasures theory is a new branch of modern mathematics, and also a module of operations 

research. This paper explores the teaching design of matrix countermeasures, focusing on the 

mathematical model and solution method of two-person finite zero-sum game under pure strategy 

and mixed strategy, and compares the game theory with mathematical programming, so as to quickly 

understand the basic concepts of matrix countermeasures and summarize the solution process of 

matrix countermeasures. Further, the countermeasure theory promotes the idea of multiple decision-

making party optimization, combines with the representation form of mathematical planning to form 

a bi-level programming, and discusses its application in the problem of distribution of emergency 

materials, so as to promote students' understanding and application of game theory knowledge.
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前言

人类生活中经常遇到具有竞争性质的现象，在竞争过程中各方为了达到自己的目标和利益，必须考虑对手的各种可能的行动方案，

以选取对自己最为有利的方案，这就是对策问题。对策论，也称为博弈论，是研究对策的理论与方法，是运筹学的一个重要分支，也是

现代数学的一个重要学科 [1]。马满好和刘进 [2]将博弈论在运筹学中的位置提升到与数学规划并列的层次，数学规划解决单方决策的优化

问题，而博弈论处理多方决策的优化问题。魏欣等人 [3]提出在讲解理论之前推介由博弈论大师纳什的人生经历改编的电影名作《美丽心

灵》，引导学生在面对困难时不退缩，有积极向上的人生观。李卫丽等人 [4]对博弈论教学中引入军事案例进行了实践和探索。许多经济

管理、工程等实际问题都可以通过借助博弈论来研究。赵敬华和兰婷 [5]采用 BOPPPS教学法探讨管理博弈的授课途径。李昌文等人 [6]基

于 OBE理念对博弈论的目标、内容、方法和评价进行了教学实践。彭拯和曾玉华 [7]挖掘了博弈论蕴含的平等与诚信、公平与正义等思政

内容。我校2021年人才培养方案修订，运筹学课程内容调整，除线性规划、对偶理论和整数规划外，增加博弈论章节。这部分内容在运

筹学教材 [8]中主要介绍矩阵对策，讨论两人有限零和对策在纯策略和混合策略下的数学模型及求解方法。

本文结合笔者的教学实践，通过3个经典案例引入对策论的3个基本要素，采用与数学规划对比的方法介绍两人有限零和博弈在纯

策略和混合策略意义下的数学模型、均衡解和对策值。在求解方法上，重点分析混合策略下博弈模型的图解法与线性规划法，给出矩阵

博弈的求解流程。在知识应用上，将博弈论处理多方竞争下决策的建模思路应用于应急物资配送中的救援方与受灾方的层次关系上，用

数学规划法建立双层模型，使得博弈论与线性规划相互交融，实现知识创新，培养学生解决复杂科学问题及适应实际应用场景的能力。

一、博弈论的教学设计

（一）引例及三要素

现实决策中，普遍存在着带有对抗性、斗争性或竞争性的现象，

如下棋、打牌、比赛，乃至政治、经济和军事等，通常称为对策问题，

研究对策问题的理论统称为对策论，或博弈论。结合要讨论的内容，

选择市场竞争、齐王 - 田忌赛马和囚徒困境 3 个典型应用作为引例，

前两个分别对应两人有限零和博弈在纯策略和混合策略下的情况，

最后一个对应两人有限非零和博弈。在此基础上给出博弈论的三个

基本要素：局中人、策略和赢得矩阵，3 个引例的赢得矩阵见图 1。
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 > 图1  赢得矩阵

（二）两人有限零和博弈

1.纯策略下的矩阵博弈

分析市场竞争案例的赢得矩阵（图1(a)）可知，局中人 I的最

大赢得是12，选择策略 α2。假定局中人 II是理智的，他考虑到了

局中人 I要出 α2的心理，便打算出策略 β3对付，使得局中人 I得不

到12反而支付5。局中人 I当然也会想到局中人 II的这一心理，故

想出 α3来对付，使得局中人 II得不到5反而支付5。所以如果双方

都不想冒险，都不存在侥幸心理，而是考虑到对方必然会设法使

自己的赢得最少，就应该从各自可能出现的最不利情形中选择一

种最有利的情形作为决策的依据。局中人 I的纯策略 α1，α2，α3可

能带来的最少赢得分别是 -1，-5，5，最有利的情形是赢得5，所

以局中人 I选择纯策略 α3。无论局中人 II选择什么样的纯策略，都

可以保证自己的赢得不会少于5。同理局中人 II选择纯策略 β3。无

论局中人 I选择什么样的纯策略，都可以保证自己的支付不会多于

5。局中人 I按照最大最小原则，局中人 II按照最小最大原则，选

取各自的纯策略，这对双方来说，都是一种最为稳妥的行为。

结合市场竞争案例的分析，总结出两人有限零和博弈的数学

模型和均衡局势的概念，详见表1的第3列。

2.混合策略下的矩阵博弈

分析齐王 -田忌赛马案例的赢得矩阵（图1(b)）可知，局中人

I齐王按照最大最小原则的赢得值 ，局中人 II

田忌按照最小最大原则的支付值 ，不存在

纯策略意义下的均衡局势。下面考虑局中人选取不同策略的概率

分布。假设局中人 I的赢得矩阵为 A，选择策略 αi 的概率为 xi，局

中人 II选择策略 βj 的概率为 yj。由于局中人 II以一定的概率选择

自己的策略，局中人 I选择策略 αi 的期望赢得 E(i, y)。同理局中人

II选择策略 βj 的期望赢得 E(x, j)，计算式见图2。

 > 图2  局中人不同策略下的期望赢得 E(i, y)及期望支付 E(x, j)

根据图2，可知局中人 I的期望赢得函数为

	 � （1）

结合两人有限零和博弈在纯策略下的讨论，总结出混合策略

下的数学模型和均衡局势的概念，详见表1的第4列。

表1  博弈论与数学规划的基本概念对比 

类型 数学规划
博弈论

纯策略 混合策略

数学

模型
G={I,I; S1,S2; A}

G={Ⅰ,Ⅱ; S1
*,S2

*; E( x,y 

)=xTAy}

优化

方向
max

解 X * 均衡局势 (αi*, βj*) 混合局势 ( x*, y* )

值 f (X *) VG=ai*j* VG=E( x*, y* )=( x* )TAy*

求解

方法

小规模：单纯

形法

大规模：商用

软件

矩阵法

2×2公式法；2×n或

m×2图解法；优超降阶

法；线性规划法

混合策略下矩阵博弈的求解是关键所在，以图解法和线性规

划法为例说明。图解法的适用条件是局中人 I的赢得矩阵满足2行

多列或者2列多行。当 A是2×m矩阵时，图解法的第一步是确定

局中人 I的混合策略分布值，包括：①画图；②按照最大最小原则

确定 VG 所在；③通过解方程组求出 x*。第二步是确定局中人 II的

混合策略分布值，包括：①根据性质6满足 E(x*,j)>VG 的 yi 取值为

0；②通过解方程组确定 y*。

对局中人 I的赢得矩阵 A，经过优超降阶法后，如果行数与列

数还大于2，可以用线性规划法确定混合策略的分布值。步骤如下：

①根据教材定理4的不等式组，结合局中人 I和 II的决策原则，得 

到一对线性规划 (I) 和 (II)。②通过变量替换 ， 

整合规划 (I) 和 (II) 的第2组约束与目标函数，得到互为对偶的一

对规划 (P) 和 (D)。③用单纯形法求解规划 (D) 得到最优值 ω*和最

优解 X *，结合松弛变量的检验数得到规划 (P) 的最优解 Y *。④借

助变量回代，确定原矩阵对策的值为 ，混合策略 x*=VG  

X *，y*=VG Y *。

综合纯策略和混合策略下的博弈模型，给定局中人的赢得矩

阵后，获取最优策略和博弈值的流程见图5。

 > 图3  矩阵博弈求解流程

（三）其他类型的博弈论简介

两人有限零和博弈是博弈论中研究最成熟的类型，除此外还

有其他类型模型。结合引例，重点介绍囚徒困境问题，用双矩阵

方式分析，并基于此扩展到许多经济问题以及社会问题，如双寡

头垄断、价格战、“一带一路”双赢对策等 [9-10]。
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二、教学案例—应急物资配送问题

博弈论与之前学习的线性规划、整数规划、图与网络模型最大

的区别是决策方数量，从一个决策方扩展到多方决策，在处理实际

优化问题中发挥重要作用。由于处理问题思路变化，在最初学习博

弈论时不易抓住要点，结合表1的第1列，将数学规划与博弈论作

对比，可以看到两者的区别与联系。理解博弈论两个决策方的互动

关系后，可以将博弈论中静态博弈、动态博弈与数学规划相结合，

一定程度上丰富了解决问题的视角与思路。这里借鉴动态博弈两个

决策方的主从决策关系为基础，与数学规划的量化形式结合，建立

双层规划模型，进一步给出其在应急物资配送问题 [11-13]上的应用。

救援方与受灾方是应急物资配送问题的两个决策方，两者具

有上下层次关系，建立双层规划模型 [14]，其中上层模型为：

下层模型为：

上层救援方考虑最小化不满意率、碳排放量和运输费用，下

层受灾方最大化应急物资效用。通过对偶理论写出下层规划的对

偶模型，根据互为对偶的一对规划满足互补松紧性，将下层规划

用其约束条件、对偶模型的约束条件和互补松紧性条件代替，转

化双层模型为单层模型。进一步基于加权和整理为单目标模型，

确定出应急网络中的最优配送策略如图4所示。

 > 图4  双层应急物资配置策略

三、总结

本文从典型引例、基本理论、综合应用系统给出对策论一章

的教学设计。从与数学规划作概念对比，两人有限零和对策在混

合策略下的线性规划求解，拓展博弈论在多决策方优化上的优势

建立双层模型，并探讨其在应急物资配送上的应用，完善了博弈

论知识的理论框架，实现了与数学规划的融会贯通。博弈论反向

又丰富了数学规划的领域，双层规划在处理多方决策的问题中有

重要价值。将来可以进一步探究双层规划在其他实际问题中应

用，以及在不确定信息下的如何做决策，开展跨学科的学习与研

究以适应新质生产力发展需求 [15]。
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