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摘      要  ：  �“极限”是数学中的分支——微积分的基础概念，广义的“极限”是指“无限靠近而永远不能到达”的意思。本文主

要对极限思想和高次方程展开研究。
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Abstract  :  � "Limit" is the basic concept of calculus, a branch of mathematics. In a broad sense, "limit" means 

"infinitely close and never reach". This paper mainly studies the limit idea and higher order equation.
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引言

微积分应用在许多地方，微积分是导数的运算与逆运算，而微积分的基本：导数，就是通过极限思想来得到，所以一切的根本就是

极限思想。

两个有关极限的定理的证明

定理1：若
( )lim 1
( )x

f x
g x→∞

= 且
( )lim 0

x

f x
x→∞

≠ ，
( )lim 0

x

g x
x→∞

≠ ，则有

( ) ( )f a g a≈ 。（注意上述只是证明了必有约等的区间，但并没有

给出区间的实际范围）。假设这里的 a F∈  ( 规定 F 为一个由多个

数组成的集合， x F∈ ，在该集合内有：随着集合内数的增加或减

少，总有
| ( ) ( ) | 0.1

max{| ( ) |,| ( ) |}
f x g x

f x g x
−

< )，证明如下：

当 ( )f x 为一初等函数， ( )g x 为一初等函数时总有存在 a 使得

( )lim 0
x

f a
x→∞

≈ 和
( )lim 0

x

g a
x→∞

≈ ，于是就有

( ) ( ) ( )

lim lim( ) ( ) ( )x x

f x f a f x
x x

g x g a g x
x x

→∞ →∞

+

≈
+

。 

采用反证法。假设不存在 ( ) ( )f a g a≈ ， 所以当
( )lim 1
( )x

f x
g x→∞

= 且

( )lim 0
x

f x
x→∞

≠ ，
( )lim 0

x

g x
x→∞

≠ 定满足下列式子：

所以有
( ) 1
( )

f a
g a

≈ , 即 ( ) ( )f a g a≈ ，与假设不符，所以必存在

( ) ( )f a g a≈ ，因为两不同函数在同一点的取值可能会相差很大，

这时不能取约等，因此 a 取值是有限制的，即可以假设 a F∈ 。

定理2：若
0

( )lim 1
( )x

f x
g x→

= 且
0

lim ( ) 0
x

xf x
→

≠ ，
0

lim ( ) 0
x

xg x
→

≠ ，则有

( ) ( )f a g a≈ 。（注意上述只是证明了必有约等的区间，但并没有

给出区间的实际范围）。假设这里的 a F∈  ( 规定 F 为一个由多个

数组成的集合， x F∈ ，在该集合内有：随着集合内数的增加或减

少，总有
| ( ) ( ) | 0.1

max{| ( ) |,| ( ) |}
f x g x

f x g x
−

< )，证明如下：

当 ( )f x 为一初等函数， ( )g x 为一初等函数时总有存在 a 使得

0
lim ( ) 0
x

xf a
→

≈ 和 lim ( ) 0
x

xg a
→∞

≈ ， 于 是 就 有 当
0

lim ( ) 0
x

xf x
→

≠ ，

0
lim ( ) 0
x

xg x
→

≠ 时，
0 0

[ ( ) ( )] ( )lim lim
[ ( ) ( )] ( )x x

x f x f a xf x
x g x g a xg x→ →

+
≈

+
。采用反证法。假

设 不 存 在 ( ) ( )f a g a≈ ， 因 为
0

( )lim 1
( )x

f x
g x→

= 且
0

lim ( ) 0
x

xf x
→

≠ ，

0
lim ( ) 0
x

xg x
→

≠ 定满足下列式子：

所以就有
( ) 1
( )

f a
g a

≈ , 即 ( ) ( )f a g a≈ ，这与假设不符，所以必

存在 ( ) ( )f a g a≈ 。因为两不同函数在同一点的取值可能会相差很

大， 这 时 不 能 取 约 等， 因 此 a 取 值 是 有 限 制 的， 即 可 以 假

设 a F∈ 。

上述两个定理的推广

推广1：若
( )lim 1
( )x

f x
g x→∞

= ，则有必存在 ( ) ( )f a g a≈ （注意上述只
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是证明了必有约等的区间，但并没有给出区间的实际范围）。假设这

里的 a F∈  ( 规定 F 为一个由多个数组成的集合， x F∈ ，在该集合

内有：随着集合内数的增加或减少， 总有  

)，证明如下：

当
( )lim 1
( )x

f x
g x→∞

= 时，设
( )( )
( )

xf xu x
g x

= ， ( )w x x= ，则有

，
( ) ( )lim lim 1 0

( )x x

u x f x
x g x→∞ →∞

= = ≠ ，

，即存在 a F∈ 使得 ( ) ( )u a w a≈ ，所以有 ( ) ( )f a g a≈ 。

推广2：若
0

( )lim 1
( )x

f x
g x→

= ， 则有必存在 ( ) ( )f a g a≈ （注意上 

述只是证明了必有约等的区间， 但并没有给出区间的实际范 

围）。假设这里的 a F∈  ( 规定 F 为一个由多个数组成的集合，

x F∈ ， 在该集合内有：随着集合内数的增加或减少， 总有

| ( ) ( ) | 0.1
max{| ( ) |,| ( ) |}

f x g x
f x g x
−

< )， 证 明 如 下： 当
0

( )lim 1
( )x

f x
g x→

= 时， 设

( )( )
( )

f xu x
xg x

= ，
1( )w x
x

= ，则有
0 0 0

( ) ( ) ( )lim lim lim 1
( ) ( ) ( )x x x

u x xf x f x
w x xg x g x→ → →

= = = ， 

0 0

( )lim ( ) lim 1 0
( )x x

f xxu x
g x→ →

= = ≠ ， ，即存在 a F∈ 使得

( ) ( )u a w a≈ ，即 ( ) ( )f a g a≈ 。

证明：当 n>0时有 ! 2 ( )nnn n
e

π≈   

由 Stirling 公 式 知：
!lim 1

2 ( )
n n

n
nn
e

π
→∞

= ， 设 f(n)=n!，g(n)= 

2 ( )nnn
e

π ，于是有
( )lim 1
( )n

f n
g n→∞

= ，所以必存在 a F∈ 使得

，通过计算机试算知当 0x > 时有
| ( ) ( ) | 0.1

max{| ( ) |,| ( ) |}
f x g x

f x g x
−

< ，

所以对于 0n > 有 ( ) ( )f n g n≈ ，就有 ! 2 ( ) ( 0)nnn n n
e

π≈ > 。

证明：当 [0,0.7]x∈ 时，有 2

0
arctan( )

x xe dx x− ≈∫

设 2
1( )

(1 )
f x

x x
=

+
， 2

1( )
x

g x
xe

= ，则有

，所以存在 a F∈ 使得 ( ) ( )f a g a≈ ，稍微变换一下就

有
221 xx e+ ≈ 。设

2

( ) xu x e= ， 2( ) 1w x x= + ，于是就有当 0x = 时

有 (0) (0) 1u w= = ， 当 0x > 时 有
2

0
( ) ( ) 0

!

n

n

xu x w x
n

+∞

=

= > >∑ ， 也 有

2

2 2

2 2| ( ) ( ) | 1 11
max{| ( ) |,| ( ) |}

x

x x

u x w x e x x
u x w x e e

− − − +
= = − ， 设 2

21( ) 1
x

xh x
e
+

= − ，

则 2

32'( ) 0
x

xh x
e

= > ，所以有
| ( ) ( ) | 1

max{| ( ) |,| ( ) |}
u x w x

u x w x
−

< 且逐渐增大，注意

到当 0.7x =  ( 这里取近似值 ) 时，
| ( ) ( ) | 0.1

max{| ( ) |,| ( ) |}
u x w x

u x w x
−

< ，于是就

有当 [0,0.7]x∈ 时有
2 21xe x≈ + ，于是就有

， x 的取值范围： [0,0.7]x∈ 。

证明：对于 x≥1时有，  

 

设 2( )f n n n= + ， ( )g n n= ，于是有

，( 如要满足上述须有 0n > )，于是就有存在 a F∈ ，使

得 ( ) ( )f a g a≈ 。假设存在 0ε > ，使得 | ( ) ( ) |f n g n ε− < 恒成立，即有

2n n n ε+ − < ，移项再两边平方得： 2 2 2 2n n n nε ε+ < + + ，于是可

得，当 0.5ε = 时，上述式子恒成立，于是就有 2 0.5n n n+ − < 。又

由于 0n > 有 ( ) ( ) 0f n g n> > ， 设
2

2
( ) n n nh n

n n
+ −

=
+

， 有

，所以有
| ( ) ( ) | 1

max{| ( ) |,| ( ) |}
f n g n

f n g n
−

< 且逐渐减小，

注意到当 5n =  ( 这里取近似值 ) 时，
| ( ) ( ) | 0.1

max{| ( ) |,| ( ) |}
f n g n

f n g n
−

< ， 

于是就有当 5n ≥ 时， ( ) ( )f n g n≈ 。不难发现 2n n+ 与 同

样满足约等条件且通过试算得知其值更加相近， 所以可以用

2 0.5n n n+ ≈ + 代 替 2n n n+ ≈ ， 设 2( )f n n n= + ，

， 不难发现也有性质：
| ( ) ( ) | 1

max{| ( ) |,| ( ) |}
f n g n

f n g n
−

< 且逐渐减

小，又注意到当 1n =  ( 这里取近似值 ) 时有

， 所以当 1n ≥ 时恒有 2 0.5n n n+ ≈ + ， 即有  

。

2 21 1( )
2 4

x xdx x dx+ = + −∫ ∫ ，令
1
2

u x= + ， dx du= ，则原

式 = 2 1
4

u du−∫ ， 令
1

2cos
u

t
= ， 2

sin
2cos

tdu dt
t

= ， 则 原 式 = 

。

3
1 1 (tan )

cos cos
dx d x

x x
=∫ ∫ 利用分部积分法得：原式

， 而 3
1 1 1tan ( )

cos cos cos
xd dx

x x x
= −∫ ∫ ， 于是就有

3
1 tan 1 1

cos 2cos 2 cos
xdx dx

x x x
= +∫ ∫ ，而

，所以就有：

3
1 tan 1 1 sinln( )

cos 2cos 4 1 sin
x xdx C

x x x
+

= + +
−∫ 所以有：

2

3
sin tan 1 1 sinln( )

4cos 8cos 16 1 sin
t t tdt
t t t

+
= −

−∫ ， 因 为
1cos
2

t
u

= ， 所 以

， 2tan 4 1t u= − ， 所 以 就 有： 原 式 = 

2 22 4 1 ln(2 4 1)
8

u u u u− − + −
， 因 为

1
2

u x= + ， 所 以 有：

。

所以有：

即当 1x ≥ 时有：

2 2 2(2 1) ln(2 1 2 ) 3 2 ln(3 2 2) 2
4 8 4 8 2

x x x x x x x x+ + + + + + + −
− − + ≈
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证明：当 [0,0.7]x∈ 时有
3
2

0 0

2tan
3

x x
xdx xdx x≈ =∫ ∫

设 ( ) tanu x x= , ( )h x x= , 当 (0, )
2

x π
∈ 时就有

，由于
0 0

tan sinlim lim cos 1
x x

x x x
xx→ →

= = ，所以有存在 a F∈ 使得

tan x x≈ ， 即 ( ) ( )u x h x≈ 。设
tan( )

tan
x xh x

x
−

= ， 有

，
| ( ) ( ) | 1

max{| ( ) |,| ( ) |}
u n h n

u n h n
−

< 且逐渐增大，注

意到当 0.7x =  ( 这里取近似值 ) 时，
| ( ) ( ) | 0.1

max{| ( ) |,| ( ) |}
u n h n

u n h n
−

< ，于

是就有当 [0,0.7]x∈ 时有 ( ) ( )u x h x≈ ， 即  

。

证明：当 [2, )x∈ +∞ 时有
2

2 2

4ln( 1)
2

x xx xe dx xdx −
− ≈ =∫ ∫

设 ( )f x x= ， ( ) ln( 1)xg x e= − ，因为

， 所 以 存 在 x F∈ 使 得 ( ) ( )f x g x≈ ， 不 难 发 现 

当 1x ≥ 时 ( ) ( ) 0f x g x> > ， 设
ln( 1)( )

xx eh x
x

− −
= ， 于 是 就 

有 ， 所 以 有

且逐渐减小，注意到当 2x =  (这里取近似值)

时有
| ( ) ( ) | 0.1

max{| ( ) |,| ( ) |}
f x g x

f x g x
−

< ，于是有当 2x ≥ 时， ln( 1)xe x− ≈ ，

所以就有：
2

2 2

4ln( 1)
2

x xx xe dx xdx −
− ≈ =∫ ∫ 。

证明：对于 0x ≥ 有
2

0

2( 1) ( 1) ...
2

x x xx x x x dx +
+ + + + =∫

设 ...x n n= + + , 两 边 同 时 平 方 则 有， 2x n x= + ， 即

2 0x x n− − = 。代入求根公式
2 4

2
b b acx

a
− ± −

= 有，
1 1 4

2
nx ± +

= ， 

易知， 0n ≥ ， 0x ≥ ，有
1 1 4

2
nx − +

=  ( 舍 ), 即
1 1 4

2
nx + +

= 。

设 2n m m= + ，则有 1x m= + ， 2 0m m+ ≥ ，即 0m ≥ 或 1m ≤ − 。

于是有 1 ( 1) ( 1) ...m m m m m+ = + + + + ，可知 1 0m + ≥ , 于是就

有 1m ≤ −  ( 舍 )，即 0m ≥ 。于是对于 0x ≥ 就有：

2

0

2( 1) ( 1) ...
2

x x xx x x x dx +
+ + + + =∫ 。

证明：
0

( 1)!lim 1
ln( )x x→

−
=

设
( )lim 1
( )x a

f x
g x→

= 且 lim ( )
x a

f x
→

= ∞ ， lim ( )
x a

g x
→

= ∞ ，由于 ∞ −∞ 为

不确定的值，所以 lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

= 不一定成立。例如设

2( )f x x x= + ， ( )g x x= ，有

1， lim ( )
x

f x
→∞

= ∞ ， lim ( )
x

g x
→∞

= ∞，

，于是就有
( )lim 1
( )x

f x
g x→∞

= 但 lim ( ) lim ( )
x x

f x g x
→∞ →∞

≠ 。

因为
0 0

sin sinlim lim( ) 1
n

n
nx x

x x
x x→ →

= = ，又因为
0 0

limsin lim 0n n

x x
x x

→ →
= = ， 

注意到两边同时关于0到 x 积分也相等，即有 ( 1)n ≠ − ：
1

0 00 0 0
lim sin lim lim

1

nx xn n

x x x

xxdx x dx
n

+

→ → →
= =

+∫ ∫ ， 稍 微 变 换 一 下 就 有

0
10

sin 1lim
1

x n

nx

xdx

x n+→
=

+
∫

，由于

，所以就有 ( 1)

00
! lim[( sin ) ]

x n n

x
n xdx +

→
= ∫ 。

注 意 到 ( 1)
200

1( 2)! lim[( ) ]
sin

x

x
dx

x
−

→
− = ∫ ， 20

1 cos
sin sin

x xdx C
x x

= −∫ ，

C = ∞， ( 1)
20

1 cos( ) ln(sin )
sin sin

x xdx C dx Cx x D
x x

− = − = − +∫ ∫ ， 所 以

， 因 为 ! ( 1)!n n n= × − ， 所 以 有

，  

， 其中
0

lim
x

E Cx D
→

= + ， 因为
0

lim ln( )
x

x
→

= −∞ ， 所以有

0 0 0

( 1)! ln(sin ) coslim lim lim 1
ln( ) ln( ) sinx x x

x E x x
x x x→ → →

− −
= = = ，

0
lim ln( )
x

x
→

= −∞ ， 所以

有
0

( 1)! lim ln( )
x

x
→

− = 不一定成立。

证明： lim( !) ' lim !ln( )
n n

n n n
→∞ →∞

=

知
0 1

( ) lim ( )
nb

i ia
i

f x dx f x
λ

ξ
→

=

= ∆∑∫  [1], 其 中

， 1 1 0 1,..., n n nx x x x x x −∆ = − ∆ = − ， 1i i ix xξ− ≤ ≤ ，

，又因为 iξ 的取法是任意的，注意到可以取 i
b ax

n
−

∆ = ，

( )
i

b a ia
n

ξ −
= + ， 于 是 稍 微 变 换 一 下 即 有

，令 0a = ， 1b = 有 ，

令 ( ) ln( )f x x= ，则有
1 1

00
1

1ln( ) ( ln( ) ) | 1 lim ln( )
n

n i

ix dx x x x
n n→∞

=

= − = − = ∑∫ ，

, 由 于

，所以
! ( !) 'lim( ) ' lim ln( ) 1

! !

n

nn n

n n n n
n n n→∞ →∞

= − − ，所

以
( !) 'lim ln( ) 0

!n

n n
n→∞

− = ，即 lim( !) ' lim !ln( )
n n

n n n
→∞ →∞

= 。

证明：当 1a ≥ 时 ( )w x =
11

2
0

2 2 3 2 5( ) ...
2 2 2 4 2

axa a ax e dx a a
a a

π
π

−+∞ − − −
= Γ

− −∫

由高斯积分知
2

0 2
xe dx π+∞ − =∫ , 令 2x t= ，则

1
21

2
dx t dt

−
= ，于

是 就 有
2

1
2

0 0

1
2 2

x te dx t e dt π−+∞ +∞− −= =∫ ∫ 。 另 一 方 面 知

 [2]，令
2x t λ= ，就有

2 2

0

1 2 t ye dy
t

λ

λ π
+∞ −= ∫ ，将 t 换做

x 即有
2 2

0

1 2 x ye dy
x

λ

λ π
+∞ −= ∫ ，令

1
2

λ = 得出
2

1 0
2

1 2 xye dy
x π

+∞ −= ∫ ，

代 入 有  

。

对于
11

2
0

axax e dx
−+∞ −∫ ，令

1
2a

λ = ，得出
1

2

1 0
2

1 2 ax y

a

e dy
x π

+∞ −= ∫ ，于 
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是就有

dxdy，令 ，有
1

2(1 )

a

a
at dtdx

y

−

=
+

，原式=  

，令 tany x= ，就有 2
1

cos
dy dx

x
= ，原

式 = 2 22
0

2 ( ) cos aa a xdx
π

π
−Γ ∫ ， 由 于 当 n 为 偶 数 且 2n ≥ 时 有

2
0

1 3cos ...
2 2

n n nxdx
n n

π π− −
=

−∫ ， 所 以 当 2 2 2a − ≥ 即 2a ≥ 时 有

11
2

0

2 2 3 2 5( ) ...
2 2 2 4 2

axa a ax e dx a a
a a

π
π

−+∞ − − −
= Γ

− −∫ 。 由 于 当 1a = 时

， 符 合 前 述

，所以 1a = 也满足等式，即当 1a ≥ 时有  

。

求特定一元多次方程的根式解

易知：

( )a b a b+ = +

3 3 3( ) 3 ( )a b a b ab a b+ = + + +
5 5 5 3 3 2 2( ) 5 ( ) 10 ( )a b a b ab a b a b a b+ = + + + + +
7 7 7 5 5 2 2 3 3( ) 7 ( ) 21 ( )a b a b ab a b a b a b+ = + + + + + 3 335 ( )a b a b+ +

所以有：

5 3 2 2( ) 5 ( ) 5 ( )a b ab a b a b a b+ − + + + 5 5( ) 0a b− + =
7 5 2 2 3( ) 7 ( ) 14 ( )a b ab a b a b a b+ − + + + 3 3 7 77 ( ) ( ) 0a b a b a b− + − + =

设 x a b= + ， 7p ab= ， 2 214q a b= ， 3 37m a b= ， 7 7n a b= + ， 

于是原式可以等价为： 7 5 3 0x px qx mx n− + − − = ，由于

2 2
7

4
4802
2

n n p qm
a

+ −
=

2 2
7

4
4802
2

n n p qm
b

− −
=

所以解得：

2 2 2 2
7 7

4 4
4802 4802
2 2

n n p qm n n p qm
x

+ − − −
= +

当且仅当 2 7
2

p q= ， 3 49p m= 时等号成立。

不难发现存在 1 2{ , ,..., }nm m m ， im Z∈ ，使得：

2 1 2 1 2 2 2 3
1 2( ) ( ) ( )n n na b m ab a b m a b a b+ − −+ − + + +

2 1 2 1... ( 1) ( ) ( ) 0n n n n n
nm a b a b a b+ +− + − + − + = 假 设 x a b= + ，

i i
i iq m a b= ， {1,2,3,..., }i n∈ ， 2 1 2 1n nk a b+ += + ， 就 有 存 在

1 2{ , ,..., }np p p ， ip R∈ 且 0ip ≠ 使得：

2

1
2 1

1

4

2

i

i

n
p
in

p i
n i

i

k k q
m

a

=
+

=

+ −

=

∏
∏

2

1
2 1

1

4

2

i

i

n
p
in

p i
n i

i

k k q
m

b

=
+

=

− −

=

∏
∏

其中 2 1 2 1

1

1

4 4i

i

n
p n n
in

p i
i

i

q a b
m

+ +

=

=

=∏
∏

 

将假设代入原式得：

2 1 2 1 2 3
1 2 ... ( 1) 0n n n n

nx q x q x q x k+ − −− + − + − − = 的 其 中 一 个 根 式

解为：

2 2

1 1
2 1 2 1

1 1

4 4

2 2

i i

i i

n n
p p
i in n

p pi i
n ni i

i i

k k q k k q
m m

x

= =
+ +

= =

+ − − −

= +

∏ ∏
∏ ∏

当

且仅当 1
1

i
i

i
i

mq q
m

= 时等号成立， {1,2,3,..., }i n∈ 。

定理3：若 ( )f x 为单调函数且 lim ( ) lim ( )
x a x a

g x g x
+ −→ →

≠ ，则
lim ( ( ))
x a

f g x
→ 不存在

证明：第一种情况， 当 ( )f x 在 x a= 处不连续时， 则有

lim ( ( ))
x a

f g x
→

不存在；第二种情况，当 ( )f x 在 x a= 处连续时，由

于 ( )f x 为单调函数，所以不存在 ( ) ( )f a f b= 且 a b≠ 的情况，又

由于 lim ( ) lim ( )
x a x a

g x g x
+ −→ →

≠ ， 所以 lim ( ( )) lim ( ( ))
x a x a

f g x f g x
+ −→ →

≠ ， 所以

lim ( ( ))
x a

f g x
→

不存在。

证明：

2

3
1

0
lim

x
x

x
e

+

→
不存在

可以设
3

( ) x xf x e += ，于是就有
32'( ) (3 1) 0x xf x x e += + > ，所以

( )f x 为单调递增函数，设
1( )g x
x

= ，有 lim ( ) lim ( )
x a x a

g x g x
+ −→ →

≠ ，所以

就有 lim ( ( )) lim ( ( ))
x a x a

f g x f g x
+ −→ →

≠ ，所以就有

2

3
1

0
lim

x
x

x
e

+

→
不存在。

定理推广：若 ( )f x 不为单调函数且 lim ( ) lim ( )
x a x a

g x g x
+ −→ →

≠ ，

则 lim ( ( ))
x a

f g x
→

可能存在

证明：假设 ( ) ( )f a f b= 且 a b≠ ， 当且仅当

时， lim ( ( )) lim ( ( ))
x a x a

f g x f g x
+ −→ →

= ，于是就有了 lim ( ( ))
x a

f g x
→

存在。

结论

定积分广泛应用于许多方面，但是由于一些不定积分没有初等函

数，这使得有些定积分计算起来特别复杂繁琐，这里提供了一些计算

定积分的方法，但是有些许瑕疵，希望能为广大读者提供帮助，并激

励着人们不断寻找如何解定积分的兴趣。同时也运用了数学中的一些

变换技巧，得出了一些意想不到的结果，让人喜欢上对数学的研究。
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